
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that' s often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at jhttp : //books . qooqle . corn/ 






JPj 



09 



2^ 





^^. 




'iw^r?^ 1 



m 







oogle 



Physics Lit. 



»' 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



ÔH.I 



Digitized by 



Google 



LEÇONS 



SUR L INTEGRATION DES 



EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



*>•% . 



X4i 

LEÇONS ' *■ 

SUR L'INTÉGRATION 




DES ÉQUATIONS 

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE 

FAITES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PAIUS AUX CANDIDATS A (.AGRÉGATION 



eVgoursat, 



MAITRE DR CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURS 
ET RÉDIGÉES 

Par C. BOURLET, 

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉBIEURE, AGRÉGÉ DE L'UNIVERSITÉ 



PARIS 

A. HERMANN, LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE 

8 — rue de la Sorbonne — 8 

1891 



Digitized by 



Google 






Digitized by 



Google 






s 



LEÇONS 



SUR LES 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

CHAPITRE PREMIER 

Théorèmes généraux sur l'existence des intégrales. 

1. Les équations aux dérivées partielles ont d'abord été étudiées 
par d'Àlembert et Euler, à propos de problèmes de physique. Parmi 
les travaux les plus importants antérieurs à Cauchy, nous citerons, 
en outre, ceux de Lagrange, Laplace, Monge, Ampère et Pfaff. En 
particulier les Mémoires de Lagrange sur les équations du premier 
ordre sont fondamentaux. Mais les premières recherches rigoureuses 
sur le degré de généralité de la solution d'une équation aux dérivées 
partielles ou d'un système d'équations aux dérivées partielles sont 
dues à Cauchy (*). Les théorèmes trouvés par Cauchy ont été démon- 
trés depuis par M. Darboux ( 2 ) et par M mo de Kowalewski ( 3 ). Nous 
allons reproduire la démonstration de M mc de Kowalewski. 

2. Nous dirons que la fonction f (x iy x„ ..., x n ) des n variables 
x iy x v ...,x m e3lholomorphe, ou régulière, ou encore dëvcloppable, 
au voisinage du point xj, ccj, ..., x2 9 si elle est développable suivant 
les puissances croissantes et positives de x t — x • , x t — x\ , . . . , x n — xi 
pour toutes les valeurs de x i9 x,, ..., x m9 telles que 

\ Xi — x? | <5 (t = l,2, . ..,*)» 



(i) Cauchy, Comptes rendu» de V Académie de* Sciences, t. XIV, XV et XVI. 

(*) G. Darboux, Comptes rendus, t. LXXX. 

(») M" Kowalewski, Journal de Crelle, t. LXXX. 

G. Leçons. 
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2 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

et nous dirons que x 17 x„ ..., x n appartiennent au domaine du 
point xj, xj, •..., x,?, de rayon £. 

3. Avant de donner la démonstration du théorème général, nous 
traiterons d'abord deux cas particuliers. 

Théorème I. — Étant donné, d'une part, le système d'équations 
aux dérivées partielles 

au, = y A% . âut^ 

(i) J dXi ^ kldXl> 

K) ).(*,* = 1,3, ..., m), ' 

(1 = 2,3, ...,n), 

contenant tes m fonctions u,, t« f , ..., ti OT des n variables indépen- 
dantes x p x„ ..., x„ et da?is lesquelles les coefficients A[,i désignent 
des fonctions des seules variables u,, u t , ..., u m ; et, d'autre part, 
m fonctions f t , ç t , ..., ç llè des variables x t , x„ ..., x n , régulières 
au voisinage du point 

x, = a t , x s = a„ ..., x„ = a„, 
et se t*edutsa?tt respectivement à b^ b ty ..., b m pour 
x, = a t , ..., x n = a„; 

iJ existe un système, et un seul, de fonctions u i9 tc„ ..., u m , safts- 
faisant aux équations (1), développàbles au voisinage du point 

x i = dj, x t = a t , ..., x n = a n , 

et se réduisant respectivement à y v f t , ..., y m pour 

x i — a iy 

pourvu que les coefficients Ai it soient développàbles au voisinage 
du point 

u l = 6 1> «, = &„ ..., u m = b m . 

Remarquons d'abord que nous pouvons toujours supposer a { == 
et b { = 0, car cela revient à remplacer x< — a f , ^ — b { et ?< — b<, 
respectivement par x„ u f et ç> g . Cela étant, admettons que les fonc- 



Digitized by 



Google 



CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 3 

tions m,, t* t , ..., u M , satisfaisant aux conditions de l'énoncé, existent; 
on voit alors aisément que les conditions initiales, jointes aux 
équations (1), permettent de déterminer les coefficients des dévelop- 
pements de toutes les fonctions u t , ..., u m , que nous supposons 
exister. En effet, nous savons que, d'après la formule de Taylor, le 
coefficient de x^xj» ... a£» serait, à un facteur numérique près, 
dans ti f 

ydx** dx\* ... âx^/xt-», *i-o, ..., x n -9 y 
ce que nous désignerons, pour abréger, par 

\dx** dx\* ... dxï*/ 

11 suffit donc de savoir calculer ces quantités. Or, les conditions 
initiales nous donnent déjà toutes celles de ces quantités où x i ne 
figure pas, car, puisque pour x t = 0, u { doit se réduire à ç { , on doit 
avoir 

^ = ^1 + x l k l 4- xJA, 4- ..., 

donc tous les termes de la forme x\*x\* ... xj» de u< sont ceux 
de ?i et nous connaissons les coefficients de la forme 

y>x*«c>xj* ... <JxJ»/ 

De plus, les équations (1), auxquelles les fonctions u â , ..., u m satis- 
font par hypothèse, nous permettront de calculer toutes les autres 
dérivées partielles, où figure au moins une fois x i9 en fonction de 
celles qui sont connues. En effet, en dérivant les deux membres de 
l'équation 

dx i <*f k,t dx t 

a t fois par rapport à x„ a, fois par rapport à x a , et ainsi de suite, 
«„ fois par rapport à x n1 et en faisant ensuite x i = x, = .. . = x n = 0, 
on aura 



(<J l + *i + *i + -- + *,*M, \ 
àx i dx\* dx** ... àx a *J 
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4 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

en fonction des dérivées déjà connues; ensuite, en dérivant une fois 
par rapport à x,, a, fois par rapport à x t et ainsi de suite, et en 
faisant x t = x 9 = ... = x n = 0, on aura les quantités 



\dx] dx\* ... tfxîVo 



en fonction des précédentes, et ainsi de suite, on calculera, de proche 
en proche, tous les coefficients de u t . Ceci nous montre que, s'il existe 
un système de fonctions u 19 u„ ..., u m satisfaisant à l'énoncé, il en 
existe un seul, car les coefficients des développements de ces fonc- 
tions sont déterminés d'une manière univoque par les conditions 
initiales et les équations (1). 

Imaginons alors, qu'après avoir calculé ces coefficients comme 
nous venons de l'indiquer, on écrive les développements correspon- 
dants : je dis que si ces développements sont convergents au 
voisinage de x t = x % = ... = x n = 0, ils représentent des fonctions 
u v te t , ..., u m , qui satisfont aux conditions de l'énoncé. En effet, 
les fonctions u„ ..., u m ainsi obtenues satisfont évidemment aux 
conditions initiales; d'ailleurs elles satisfont aux équations (4), car 
si on calcule les quantités 



tlli _ V A'. — 

dx i ~ ' dxi 



correspondantes, ces quantités seront certaines fonctions F,.^, ..., x n ) 
des seules variables x tJ ..., x n holomorphes dans le domaine du 
point x t = 0, et, d'après la manière même dont on a calculé les 
coefficients des u ( -, ces fonctions sont nulles ainsi que toutes leurs 
dérivées partielles pour 

De tout ceci il résulte que pour démontrer le théorème énoncé il 
nous suffit de démontrer que les développements obtenus par la 
méthode précédente sont convergents. A cet efFet nous allons com- 
parer ces développements à d'autres dont la convergence se montre 
aisément. 

Supposons les quantités Ai,/ régulières pour les valeurs de ti t , u„ 
..., u M , dont le module est inférieur ou égal à r et soit M un nombre 
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CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 5 

plus grand que le plus grand module de toutes ces fonctions pour 
toutes les valeurs de ti p ..., u m appartenant au domaine de rayon r. 
Considérons alors la fonction 

M 



H = 



d u, -h ti a 4- ... + u m 



qui est développable suivant les puissances croissantes de tt n t/„ . . ., u m 
pour toutes les valeurs telles que 



. ' m 



Ce développement sera 

et le coefficient de u^tiÇ' ... ufjf* dans ce développement sera celui du 
même terme dans 

M t u x -t-u, -f- ... -f- n w \P. + p, + ... + pm 

c'est-à-dire 

M (gj+Jjt + - + ft»)' 

rP. + fc + - + P« p t ! p,! ... pj 

M 

Ce coefficient est donc supérieur à — — — - et, par suite, 

r Pt -r pi "T ■•• "+" P«» 

est plus grand que le module du coefficient correspondant dans Ai,,. 
D'autre part, soit p le rayon du domaine de convergence des fonc- 
tions 94, y,, ..., ? m et N une limite supérieure du module de ces 
fonctions : posons 

0>(x„x„ ..., x n ) = > 

P ~ l 
avec 

t = X % -h ;C 3 4- ... + X n . 

Nous voyons que 

*(0,0,...,0) = 0; 
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6 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

d'ailleurs, on peut écrire 



0> (* s , ..., x n ) = -^ - N = N, 



donc la fonction * (ac„ ..., x n ) joue, par rapport aux fonctions <p t -, le 
même rôle que H par rapport aux Ai,*. 

Ceci posé, considérons le système auxiliaire d'équations aux 
dérivées partielles suivant : 



(2) 

où l'on a 



dx i ff dxi 

(t, k = 1,2, ...,m), 
(J = 2,3, ...,n), 



H = - M 



4 — 



V l + V l + — + V m 



et cherchons un système de fonctions v tJ v„ ..., v TO satisfaisant à ce 
système (2) et aux conditions initiales 

(3) v t = t>, = ... = v m = <I> (»„ ..., *„), 

pour ac â = 0. 

On montrera, comme précédemment, que, s'il existe un système 
de fonctions u n V t , ..., v m satisfaisant aux conditions précédentes, 
il en existe un seul et qu'on pourra calculer les coefficients des 
développements de proche en proche. D'ailleurs, de la façon même 
dont nous calculons ces coefficients, un coefficient quelconque de v { 
est un nombre positif supérieur au module du coefficient correspon- 
dant dans u { . En effet, les coefficients des développements des «< 
se déduisent des coefficients des développements des fonctions Ai,* 
et<p p <p„ ..., ç m par les seules opérations d'addition et de multipli- 
cation. Si l'on remplace dans toutes ces opérations un coefficient 
quelconque de A' kil par le coefficient correspondant de H et un coeffi- 
cient quelconque de 9< par le coefficient correspondant de *(#,, ...,ac B ), 
les résultats obtenus seront précisément les coefficients des v { . On en 
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CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 7 

conclut que si les développements de v t , v t , ..., v m , calculés comme 
nous l'avons indiqué, sont convergents, il en sera de même a fortiori 
des développements de tt t , u s , :.., u m . La condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les développements de v v v t , ..., v m soient conver- 
gents est, manifestement, que le système -(2) admette un système 
d'intégrales satisfaisant aux conditions (3). Nous sommes donc 
ramenés, pour démontrer le théorème, à démontrer l'existence d'un 
système d'intégrales holomorphes pour le système particulier (2). 
Ceci est aisé. 
Nous pouvons écrire le système (2) 

dx t àx t "' dx m ~f dxi 

Ceci nous prouve d'abord que les différences v 4 — v„ v x — v„ ..., 
v t — v m sont indépendantes de ac t ; d'ailleurs, comme pour x % = 
elles doivent être nulles en vertu des conditions initiales (3), elles 
sont identiquement nulles et on a 

v l =v i = ... =v m . 

On est donc ramené à intégrer l'équation unique 

dx t *+ dx t 

(1 = 2,3, ...,n). 

Gomme la fonction 9 (x„ ..., x n ) ne dépend que de t, il est naturel 
de chercher une solution de la forme 

et on a, pour déterminer <|s l'équation 

dty __ Um (n — 1) gj> 

dx i ~~ . _^ dt 
r 
qui s'écrit 

Il est aisé de vérifier que le premier membre de cette équation est 
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8 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

précisément le déterminant fonctionnel des deux fonctions 

ty et H — ^M t + Mm (n — 1) x r 
Cette équation exprime que la fonction t|> est telle que 

F étant une fonction arbitraire. 

Ici, il nous faudra choisir F de telle façon que pour x i = on 

Nt 
ait ty = ; il faudra donc avoir identiquement : 

Q — t 



I. mm \ _ / Nt \ 



Nt 
c'est-à-dire, en posant z = > 



\ r /N+z w 



Finalement, nous voyons que la fonction t|/ qui s'annule pour 
x t = t = et qui satisfait à l'équation 

est l'intégrale demandée. Cette équation s'écrit 

U _ m î\ (N + <j,) t -H Mm (11 — 1)35, (N + *)= A — ^) p*. 

Pour a^ = t = C3tte équation a une racine égale à et l'autre 

racine égale à — et par conséquent différente de 0. On en conclut 

que la racine qui s'annule pour x i = t = est développable au 
voisinage de x t = 0, t = 0. Soit 

*o (*i> = ^0 (^P x i + — + *.) 
cette racine. Le système (2) est par conséquent satisfait par les 
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CHAP. I. — THÉORÈMES SUR i/EXISTENCE DES INTÉGRALES. 9 

fonctions 

v t = v, = ... = v m = <|> # (x iy x t 4- ... + x H ), 

qui remplissent d'ailleurs les conditions (3), et sont développables au 
voisinage de 

0^ = 0, a? t = 0, ... x n = 0. 

4. Théorème II. — Étant donnée d'une part, un système de 
m équations linéaires aux dérivées partielles 



àu t ^ A| dUi 

dx k ~2à 

(5) * â " 



-2*Ê + * 



dx t ff ' àx t 
(t, fc=i, 2, ..., m), 
(l = 2,3,...,n), 



où les quantités A[ tl et B' désignent des fonctions des variables 
x tJ x v ..., x n et de u iy t* t , ..., u my régulières au voisinage de 

x i = a lJ x s = a„ ..., x n = a ny 
u x = K w t = 6„ ..., u m = 6 W , 

et, d'autre part, m fonctions ç f , ç s , ..., ç w de x„ a:,, ..., x„, 
développables au voisinage du point a,, a a , ..., a„, et se réduisant 
respectivement à b v 6„ ..., b m pour 

x % = a,, ..., #„ = (&„; 

it existe un système de fonctions u n u,, ..., w M des variables 
x iy x sy ..., x w , et ti?i seul, satisfaisant aux équations (5), régulières 
au voisinage de 

x l= za v x t = a„ ..., x H = a n , 

et se réduisant respectivement à ç„ ©„ ..., ç m pour stj = a r 

Pour démontrer ce théorème, nous allons montrer qu'on peut le 
ramener au théorème précédent. A cet effet, introduisons n fonctions 
inconnues nouvelles t iy t„ ..., t n , et désignons par (A{.,/) et (B*) ce 
que deviennent les fonctions A^ et B* quand on y remplace x iy x t , 
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10 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

..., x n par t v t v ..., t n respectivement. Considérons ensuite le 
système des m 4- ri équations 



(6) 



I (t, k = 1, 2, ..., m), 
(1 = 2,3, ...,n), 



àx t dx t dx i 


^-0 


litions initiales 




( *i = ?i> «i = <?t, 





(&) 



pour a:, = a t . 

D'après le théorème I, il existe un système, et un seul, de fonctions 
u n ..., u w , t v t„ ..., t M satisfaisant aux équations (6) et aux condi- 
tions (6'). A cause des dernières équations (6), les fonctions £„ t„ ..., t H 
sont indépendantes de x iy et comme, pour x t = a v elles doivent se 
réduire respectivement à x %7 x tJ ..., x n , il faut nécessairement que 
Ton ait toujours 

on en conclut que -r-* = i et, par suite, que -r-*- = 1 et que £ t = x t , 

O X* OXà 

puisque, pour x i = a i9 on doit avoir t x = a t . Le système de solutions 
des équations (6), dont l'existence est prouvée par le théorème I, est 
donc de la forme 

^ f *i = *P ^t = <ï> «> •••> ^« = ^m J 
( t 4 = x l7 t t = X), ..., t,, = x n . 

Si dans les m premières équations (6) on remplace u t , ..., te m , 
t„ t t , ..., f„ par les expressions précédentes, les relations obtenues 
expriment précisément que les m fonctions 

forment un système d'intégrales des équations (5). 



Digitized by 



Google 



CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 11 

5. Après avoir traité ces deux cas particuliers, nous arrivons au 
théorème général. 

Considérons un système d'équations aux dérivées partielles de la 
forme suivante : 

K } daf{ — p daff ,v '"' àx? — m > 

où les quantités 4> { désignent des fonctions des quantités u 1? u t , ..., u m , 
des variables a? t , ac„ ..., x n , des dérivées partielles de u t jusqu'à 
Tordre r t , des dérivées partielles de tt t jusqu'à l'ordre r„ et ainsi 
de suite, des dérivées de u m jusqu'à l'ordre r m , mais ne contenant pas 
les dérivées qui figurent dans les premiers membres. 
Le théorème général peut s'énoncer ainsi : 

Théorème général. — Les quantités x v x t , ..., x n> u iy ti t , ..., u w , 
7" ?w» figurent dans les fonctions <!>< etont regar- 



àxî* dx\* ... dx*» 

d^'cs comme des variables indépendantes, soit 

a t , a,, ..., a n ; bj, ..., o^, o^, aij M/ an , 

tm système quelconque de valeurs de ces variables pour lequel les 
fonctions *, soient holomorphes; 
Soient, d'autre part 

?i> <PÎ> ?î> •••> ??' l > 

?i» ?i> *\> •••> f?"" 1 * 
?»> <pi> <pi> — » <pL m ~S 

des fonctions de x v x v ..., ac„ régulières au voisinage du point 
a v a v ..., a n9 et telles que Von ait 

pourx t = a„ ...,x n = a n . 
Il existe un système de fonctions m,, u„ ..., u m , et tin set*l, 
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12 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

satisfaisant au système (7), holomorphes au voisinage de 

x t = a iy x % =:a ty ..., x n = a n , 
et telles que Von ait 

dUi . du?- 1 

* = *» ôJ = *b -' ^ = tf"> 

/?owr Xj = a r 

Il est aisé de voir que, s'il existe un tel système, il en existe 
un seul, car, en vertu des conditions initiales, le développement 
de te<, ordonné suivant les puissances de x x — a i9 doit être de la 
forme 

u l = f 4 + (x t -a 1 )tf + ...+£^^ 
par suite, nous connaissons les dérivées 

\ ^X?» ... <Jx£" / Xi mma t , r,_«„ .... * K -a»> 

pour toutes les valeurs de 

a, <r< — 1, 

quels que soient les nombres a„ ..., a n , et d'ailleurs, en difleren- 
tiant les équations (7), on voit qu'on pourra calculer de proche en 
proche toutes les valeurs des autres dérivées où a, > r { pour 
x t = a t , ..., x n = a ny en fonction des précédentes. Ces coefficients 
sont donc déterminés d'une manière univoque, et, s'il existe un 
système d'intégrales, il en existe un seul. 

Le mode de raisonnement employé plus haut nous montre encore 
que, si ces développements sont convergents, les fonctions qu'ils 
représentent satisfont à toutes les conditions du problème. Au lieu de 
démontrer directement cette convergence, nous ramènerons le système 
proposé (7) à un système d'équations linéaires. 

Pour rendre la démonstration plus intelligible dans le cas général, 
nous examinerons d'abord un cas particulier. 

Considérons l'équation du second ordre 

(8) r = F (x, y, z, p, g, s, t), 
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CHAP. 1. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 13 

où nous posons 



àz àz à*z à % z à*z 

— > g = -r-' ** = -r"V s == ^ — T" y t:= :^~; , 
dx ày àx* ôx ày ày* 



et dans laquelle F désigne une fonction développable pour le point 

% X P 2/o> z o> Poj 9o> *o> *o« 

Soient, d'autre part, ? (y) et ? t (y) deux fonctions de y holo- 
morphes au voisinage de y = y et telles que 

?o {Vo) = *•! ?o (»•) = 9o> f t (i/o) = *o> 
?i(î/o) = Po> fi (»•) = ••• 

II existe une fonction z satisfaisant à l'équation (8), holomorphe 
au voisinage de x , y , et telle que, pour x = x , z se réduise 

à ?oG/)et^à? t (t/). 

En effet, considérons le système auxiliaire 

dz dp ^ àq dp ds àr àt as 

, Q , dx ' dx ~~~ ' dx dt/ àx dy dx ày 

{) * àr àF àF àF àF àp àF dr àF as 

dx dx dz dp dq ày as ày àt ày 

Ce système est de la forme des systèmes considérés dans le théo- 
rème II; par suite, on pourra trouver un système d'intégrales satis- 
faisant aux équations (9) et aux conditions initiales suivantes : 

m ( * = ?• (2/)» p = it (y)> <i = ?o (y)> s = ? ; (y), 

[ t=&(y) et % r=F(x , y, ?a (y), ?1 (y), ? ' (y), ? ' t (y), ? ' (y)), 

pour x = x . 
Soient 

z = Z = * (x, y), p = P (x, y), g = Q (x, y), 
r = R (x,y), s = S (x,y), t = T (x,y) 

ce système. Je dis que z = <I> (x, y) est une intégrale de (8), satis- 
faisant aux conditions initiales énoncées. En effet, puisque ce système 



Digitized by 



Google 



44 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

de fonctions satisfait aux équations (9), on a 



jpar suite, 



et 



P (*,!»=„. 






dx dx ây dx \dy) 



d<& 

on en conclut que la différence Q — est une fonction de y seule- 
ment; d'ailleurs, en vertu des conditions (40), cette différence est 
nulle pour x = x Q : donc, elle doit être identiquement nulle et on a 

ày 



De même, 



dx dx % dy 



_ à / d*<t> \ 
~ dx \dx dy)' 



d*<b 

donc, la différence S — - — r- est une fonction de y qui doit 

dx ày ^ 

s'annuler pour x = x u , .en vertu de (40), et, par suite, est constam- 
ment nulle, 

S=— • 

dx dy y 

on voit ensuite que 

dx dx ày % dx \dy % )* 
et, par suite, comme précédemment, que 

T à** 

ày* 

en vertu de (40). Enfin, on aura 

<>R_£F dFd® dFdP àFdQ d¥ dS dFàT 
dx ~ dx* à<t> àx~*~ àPàx* àQàx* dSàx "*~ àT dx' 



Digitized by 



Google 



CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 45 

ce qui prouve que la différence 

R - F (x, y, *, P, Q, S, T) 

est une fonction de y qui, devant s'annuler pour x = x , en vertu 
des conditions (10), est identiquement nulle. En résumé, on voit 
que z = <t> est une intégrale de (8) qui satisfait, d'ailleurs, aux 
conditions initiales données. 

Examinons maintenant le cas général. Remplaçons le système (7) 
par le système suivant où nous introduisons, comme inconnues 
auxiliaires, toutes les dérivées partielles de w< jusqu'à l'ordre r { : 

J^"-^'*-' dx, —**•■-*•' -' ■~55T" <,|+, '*- f ' 
«i<*\» (t = l, 2, ...,m), 

dPa u 0, ..., 0,a n ^p^ + l.O 0. ft»— 1 



pour toutes les valeurs de a t et a, telles que 

a n > et «! + «„< r t -, 

pour toutes les valeurs de a i9 a»-i, <x n telles que 

«,,-1 > 0, a 4 -h a„-i + «„< r if 
et ainsi de suite jusqu'à 

dx x dx % 

avec 

Oj > et a 4 «H a, H- a, H- ... H- a,, < t\. 
(i = 4,2, ...,m). 

Ajoutons-y les équations que l'on obtient en différentiant les équa- 
tions (7) par rapport à x i et en y remplaçant ensuite les dérivées 
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par rapport à x x de u< et de pt„«„-,a» par les valeurs précédentes, de 
telle façon que dans les seconds membres il ne figure aucune dérivée 
par rapport à x t des quantités u f et p\ tt «„.„,«„. 
Le système sera de la forme 

(11) ' ° l 



^P«i. «a g» n » 



dx t 



«i. *t» -. ««j 



étudiée dans le théorème IL Donc, ce système admettra un système 
d'intégrales, régulières au voisinage du point a l9 a„ ..., a„, et telles 
que, pour x t = a p on ait : 

u< = ?„ 

»! + a, + ... -*- 5f»^n, 

les valeurs initiales des fonctions p[ it , , o, ... se tirant des équations (7) 
elles-mêmes. On montrera de la même façon que dans le cas parti- 
culier précédent que, si 

u, = * p m, = 4> f , ..., u IH = <ï\„ 
et 

P'x lf a„ ..., a <4 — 1 i„ a„ ..., a„ 

forment un système d'intégrales des équations (11), satisfaisant aux 
conditions (12), les fonctions «ï^, <!>,, ..., <!>„ sont des intégrales du 
système (7), satisfaisant aux conditions de l'énoncé du théorème 
général. 

6. Le théorème général, que nous venons de démontrer, ne prouve 
l'existence de l'intégrale que dans un domaine limité environnant le 
point a n a,, ..., a„. Mais, d'après ce que l'on sait sur les fonctions 
analytiques, on pourra, en général, en choisissant dans le domaine 
de a v a 2> ..., a„, un autre point a[, ai, ..., a*, Remontrer l'existence 
de l'intégrale dans un nouveau domaine entourant le point aj, aj, 
..., ai, et non contenu tout entier dans le précédent, et, en conti- 
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n uant de la sorte, on pourra, en général, atteindre tel point donné à 
l'avance que Ton voudra, a t , a„ ..., a„. % 

7. Généralisation. — Considérons les équations 

où les Q>t désignent maintenant des fonctions de x iy x % , ..., x n > 
Mj, u„ ..., u m , des quantités 

(* t < r t , a t + a, -f- ... + a„ <. r,), 



c*xï« (JxJ« ... àx** 



et, en outre, d'un nombre quelconque de paramètres arbitraires X p 
..., X r . Soient, d'ailleurs, 

Ci. »'» -, Ç?- 1 , (i = l,2, ..., m), 

des fonctions de x„ ..., x B et des r paramètres X n X t , ..., X r , régu- 
lières au voisinage du point a t , ..., a n , XJ, XJ, ..., X£. Il existe un 
système de fonctions u iy ..., ti m des variables x 4 , x a , ..., x w et con- 
tenant les paramètres X ft , ..., X,, régulières non seulement par rapport 
à x p x t , ..., x„, mais encore par rapport aux paramètres X t , X„ ..., X r 
au voisinage du point a i7 a f7 ..., a ny XJ, XJ, ..., XJ?, satisfaisant aux 
équations (7'), et aux conditions initiales du théorème général. 

En effet, il suffit de considérer les quantités u { comme fonctions 
desn -h r variables x p x,, ..., x a etX t , X s , • ..>>*> et les équations (7') 
comme des équations aux dérivées partielles entre les m fonctions u { 
et ces n + r variables. En particulier, on peut supposer que les 
quantités 4^ sont indépendantes de X t , X f , ..., X r et que ces paramètres 
n'entrent que dans les fonctions cf. On en conclut qu'on peut toujours 
trouver un système d'intégrales des équations (7) contenant autant de 
paramètres qu'on voudra, et qui soient des fonctions holomorphes de 
ciîs paramètres. 



8. Application I. — Considérons le système 
( (i = i,2,...,n), 



il») i i5=/i(^^».»-^^ 



G. Levons. 
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d'équations différentielles dans lesquelles f v ..., f n désignent des 
fondions holomorphes au voisinage du point x = 0, y i = 0. Nous 
pouvons considérer, dans ces équations, y i7 y„ ..., y n comme 
des fonctions de x et de n paramètres arbitraires yj, y$, ..., yi. 
D'après ce que nous venons de dire, on pourra trouver n fonctions 
y n lft> "-y y m satisfaisant aux équations (13), holomorphes par 
rapport à x et y*, au voisinage du point x = 0, y? = et telles que 
pour x = on ait y { = y?. En particulier, ces fonctions seront déve- 
loppâmes en séries de la forme 

y { = y? + xk} 4- x* kf + ...,* 

les quantités A/, Af, ... étant des fonctions régulières de y°, yj, 
• •m yi' C ec * nous contre que les intégrales des équations différen- 
tielles (13) sont développables non seulement par rapport à x, mais 
encore par rapport aux valeurs initiales. 

9. Application IL — Fonctions implicites. Étant donné un 
système de p relations 

<AA\ ( Fi ( X » X *> "•» *•» Ui> "»' -' U ^ == °> 

W ( (t = l,2,...,j>), 

où tes premiers membres sont développables au voisinage des 
valeurs x i = a??, u fc = uf et sont tels que le déterminant fonc- 
tionnel 

D(F 1 ,F a ,...,F p ) 

D (M t , w„ ..., u p ) 

soit différent de pour ces valeurs, il existe un système de fonctions 
t* 4 , w„ ..., u 9 des variables x i9 x„ ..., x n , holomorphes au voisinage 
du point x { = x?, se réduisant respectivement à uj, uj, ..., tt£, 
^poiir Xj = xj, x, = xj, ..., x n = xj, et satisfaisant aux rela- 
tions (14). 

Nous supposerons la proposition vraie pour le cas d'une seule 
variable (n = 1) (la démonstration de ce cas se trouve dans tous les 
Cours de calcul intégral), et nous allons montrer que, si elle est vraie 
pour (n — 1) variables, elle est encore vraie pour n. 
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Admettons donc la proposition pour (n — 1) variables et faisons 
dans les équations (14) x t = x\> nous obtiendrons le système 

(15) F, {x\, x % , ..., x n , u v u„ ..., u p ) = 0, 
qui sera satisfait par p fonctions 

?1 \ X %9 •••» #*)» •••» ?J» \ X %9 X *9 '"9 x nh 

régulières au voisinage du point acj, x° i9 ..., xi. 

D'autre part, considérons le système ,d'équations aux dérivées 
partielles 

( ïïi + d 2i^ + ... + *l* d J!z=o 

(16) ] àx i du l âx i du p dx i * 



( 



(t = d,2,...,p). 



Le déterminant des coefficients des quantités ~ ■ dans ces équations 

.-_ i 

D(F ... F) 
est précisément ; t? — — ~ : puisqu'il est différent de 0, nous 
D(u n ...,u p ) 

x j x ^ i du* du % âu p 

pourrons résoudre ces équations par rapport à — -y — -> •••> — -9 

0Xm U X* CLXm 

et les mettre sous la forme équivalente 

(16') ^ = * 4 (x â , x„ ..., aj w , u â , w„ ..., u p \ 

où les 4»; désignent des fonctions régulières au voisinage des valeurs 
xf y ut. D'après le théorème général, il existe un système de p fonc- 
tions u v u„ ..., u p vérifiant les équations (16') et, par suite, les 
équations (16), telles que pour x t = x\ on ait u f = ?< (x„ ..., x n ), 
et holomorphes au voisinage du point xj, ..., xi. Soient u { = % ces 
intégrales; je dis. que les fonctions <ï>< vérifient les relations (14). En 
effet, puisqu'elles vérifient les équations (16), elles sont telles que 
les fonctions F t . (x n ..., x n , * t , ..., <P p ) sont fonctions des seules 
variables x t , ..., x n et, puisque pour x i = x\ on a <!>< = ç* et que 
les quantités ç< vérifient les relations (15), ces fonctions F< sont nulles 
pour ac t = x\j par suite sont identiquement nulles. On a donc, 
identiquement, 

F, (x t , x„ ..., x„, * lf «> t , ..., *,) = 0. 
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10. Application III. — Nous avons vu, dans le § 8, que les 
intégrales des équations différentielles (13) peuvent se mettre sous 
la forme 

(17) y, = yf 4- xA/ + x f A? + ..., 

où les quantités A? sont des fonctions holomorphes des paramètres y} : 
on en conclut, en vertu du paragraphe précédent, qu'on peut 
résoudre les équations (17) par rapport aux paramètres yf et, par 
conséquent, mettre l'intégrale générale des équations (13) sous la 
forme 

yj = 4» 1 (x, y v y v ..., t/„), 



»i = *■ (*, tfn Vi, •••,!/>.)> 

où ^p ty» •••><!>» désignent des fonctions holomorphes des variables 
x, i^, y t , ..., 2/n dans le domaine du point x = 0, y t = 0, proposition 
que Ton admet généralement sans démonstration, dans les Cours de 
calcul intégral. 

11. Pour qu'on puisse bien se rendre compte du degré de généra- 
lité de l'intégrale dont nous avons démontré l'existence dans le § 5, 
nous allons examiner quelques exemples particuliers. 

Exemple I. — Considérons une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre entre la fonction z et les variables x et y : 

(18) F (x, y, z, p 9 q) = 0. 

Supposons qu'elle contienne p, et résolvons-la par rapport à p : 

p = f(x,y,z,q).' 

Le théorème général nous apprend que cette équation admet une 
intégrale régulière au voisinage de x = x„ y = y„ qui, pour x = x , 
se réduit à une fonction arbitraire donnée à l'avance <!/ (y), et une 
seule, sous certaines conditions de continuité que nous supposerons 
satisfaites. Ceci peut se traduire, en langage géométrique, de la façon 
suivante : Ëtant donnée la courbe plane C dont les équations sont 

x = x , z =± * (i/), 
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il existe une surface intégrale S, et une seule, passant par la 
courbe C. J'excepte, évidemment, le cas où l'équation (18), résolue 
par rapport à p, donnerait plusieurs valeurs pour p. Par exemple, 
si l'équation (18) était algébrique et <Ju second degré en p, elle 
donnerait pour p deux valeurs de la forme 

p = ft (*> 2/> *> q)> p = fi fa y, Zy q)- 

Il y aurait donc deux surfaces intégrales S t et S, passant par C. La 
condition géométrique précédente est très particulière, mais elle 
peut se généraliser. En effet, je dis qu'étant donnée une courbe 
quelconque C, plane ou gauche, on peut, en général, trouver une 
surface intégrale passant par C. Faisons le changement de variables 
suivant : 

y — X (x) = u, x = x, 
si 

y = \(x) et z = p (x) 

sont les équations de C. Soient p ly q % les dérivées partielles de z par 
rapport aux nouvelles variables u et x. 
On a 

dz =pdx +- qdy, 

qdu. 



d'où 






On a donc 


dz 


= [p -+- qX ( x )] dx + <i 


c'est-à-dire 




j Pi = p + «v (*), 
( «i = 9» 

\ P-=Pi— ,«|V(x), 



ce qui prouve que z satisfait à la nouvelle équation du premier ordre 

F (os, X (x) + u, z, p t — q t X' (oc), q t ) = 0, 

qui, en général, sera résoluble par rapport à q r Cette équation 
admettra donc une intégrale qui, pour u = 0, se réduira à ji (x), et, 
par suite, l'équation (18) admet une surface intégrale passant par la 
courbe C, 

y — X (x) = 0, z = \h (x). 
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12. Exemple IL — Considérons une équation du second ordre 

(19) F (oc, y, z, p, g, r, s, t) = 0. 

Il est aisé de voir que Ton peut toujours supposer que cette équation 
contient effectivement r ou f , car s'il n'en était pas ainsi on pourrait 
toujours par un changement linéaire de variables faire en sorte que 
cette condition soit remplie. Supposons, par exemple, que l'équation 
contienne r, et résolvons-la par rapport à r. 

r=f(x, j/,*,p, g, s, t). 

Le théorème général nous apprend qu'il existe une intégrale z 
holomorphe au voisinage du point x , y et telle que, pour x = a? , 
on ait 

* = ?• (y), p = ?i (y), 

ç et q> 4 étant deux fonctions arbitraires données à l'avance. En 
langage géométrique, ceci exprime que, par la courbe C dont les 
équations sont 

x = ac , z = <p (y), 

passent, non plus une seule surface intégrale S, mais bien une infinité 
de surfaces dépendant d'une fonction arbitraire ç t (y). Nous pourrons 
achever de déterminer la surface S de la façon suivante : l'équation 
du plan tangent en un point quelconque de la courbe G de coordon- 
nées x , y, z = ? (y) est manifestement 

Z - ?o (y) = 9M [X - x ] + o' (y) [Y - y], 

puisque, en vertu des conditions initiales, p et q se réduisent respec- 
tivement à 9 t (y) et çj (y) pour a; = x ; par suite, on voit que si on 
se donne le plan tangent tout le long de la courbe G, la fonction Çj (y) 
est parfaitement déterminée et, par conséquent, la surface S. Donc, 
il existe une surface intégrale S passant par la courbe C et ayant, en 
chacun des points de cette courbe, un plan tangent déterminé. En 
d'autres termes, il existe une surface intégrale S passant par la 
courbe G et tangente, tout le long de cette courbe, à une surface 
développable donnée passant également par C, et, en général, ces 
conditions déterminent complètement la surface. 
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Comme dans le cas précédent, on pourra encore étendre ceci à une 
courbe quelconque G dont les équations sont 

y = X(x), z = ji(x). 

En effet, si on se donne le plan tangent tout le long de C, il faudra 
trouver une intégrale z telle que si on y remplace y par X (x), z et q 
se réduisent respectivement à ja (x) et v (x), v (x) étant une fonction 
donnée de x. Nous ferons encore le changement de variables 

y — X(x) = u, x = x, 

et on verra aisément que l'équation (19) sera remplacée par une 
autre équation du second ordre à laquelle devra satisfaire z considéré 
comme fonction de u et de x. Cette équation admettra, en général, 
une intégrale telle que pour u = 0, on ait 

* = !*(*)> ^ = v ^)' 

Ainsi, les surfaces minima sont définies, comme on sait, par une 
équation aux dérivées partielles du second ordre : il y a donc une 
infinité de surfaces minima passant par une courbe donnée, mais il 
n'y en a qu'une passant par une courbe donnée et tangente tout le 
long de cette courbe à une développable donnée. 

13. Plus généralement, considérons une éqiiation aux dérivées 

partielles F = entre la fonction z et les n variables x v x t , ..., x„; 

soit p l'ordre de la dérivée partielle d'ordre le plus élevé qui entre 

dans l'équation F = 0;. nous admettrons, ce qu'on peut toujours 

&z 
faire, qu'il existe une dérivée de la forme - — dans cette équation ( 1 ). 

* &Z 

Supposons, par exemple, que l'équation contienne y— et résolvons-la 

&z 
par rapport à -p- : 

à^z _, 
dx>;~~ T ' 



(M Pour la démonstration de ce point accessoire, voir Jordan, Cours de l'École polytechnique, 
t. 1IF,§Î35, p. 300. 
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le théorème général de Cauchy nous apprend qu'il existe une intégrale 

dz â p ~ l z 
holomorphe et telle que î pour x t = a t , les fonctions z, - — > ••• > — 

O Xm OX m 

se réduisent à p fonctions arbitraires, données à l'avance, 

des variables x„ x„ ..., x n . L'intégrale générale de cette équation 
dépend donc dep fonctions arbitraires de (n — 1) variables. 

14. Intégrales singulières. — Nous n'avons considéré jusqu'ici 
que les intégrales des équations aux dérivées partielles dont l'exis- 
tence est démontrée par le théorème général de Cauchy. Il est naturel 
de se demander si ce sont les seules qui existent. 

Considérons, pour fixer les idées, une équation du premier ordre 
entre z et n variables x i9 x„ ..., x n > 

(20) F (z, x 1? x„ ..., x n , p„ p t , ..., p n ) = O,' 

où on pose 

dz 
à Xi 

el où F désigne un polynôme indécomposable. Soit 

z = Q(x l9 x„ ..., x n ) 

une intégrale quelconque, régulière au voisinage du point xf , xj, 
..., xi, et soient z°, p?, pj, ..., pi les valeurs de z, p„ p„ ..., p n 
pour x i = xj, ..., x n = xj. Nous désignerons ce système de valeurs 
xj, xj, ..., xj, z°, pj, pj, ..., pi sous le nom d'élément de l'inté- 
grale. Nous poserons en outre 

dz dxi dpi 

Supposons (P,) ^ : d'après le théorème sur les fonctions impli- 
cites (§ 9) on pourra résoudre l'équation (20) par rapport à p t et la 
mettre sous la forme 

(20') p t = f (z, x„ ..., x n , p a , ..., p n ), 
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la fonction /'étant régulière pour z°, xf> pê y et alors l'équation (20') 
admettra, d'après le théorème de Gauchy, une intégrale et une seule, 
holomorphe dans le domaine du point x° n x\> ..., xj, qui pour 
x i = x\ se réduise à $ (a?J, x s , x„ ..., x n ). Cette intégrale sera 
nécessairement & (x t > x fJ ..., x n ). Donc, dans ce cas, l'intégrale <I> 
est donnée par le théorème de Cauchy. 

Si (P,) était nul, on chercherait un autre élément de l'intégrale 
pour lequel P t ne s'annulerait pas et, si on peut en trouver un, on 
pourra raisonner sur celui-là comme sur le précédent et, par consé- 
quent, démontrer la proposition précédente. La méthode ne tomberait 
en défaut que si tous les éléments de l'intégrale 4> annulaient P t , 
c'est-à-dire si l'intégrale <I> satisfaisait à l'équation aux dérivées 
partielles P, = 0. Mais alors, si on peut trouver une dérivée P< telle 
que <I> ne satisfasse pas à l'équation P< = 0, on prendra un élément 
de 4> pour lequel (P { ) soit différent de 0, et en raisonnant avec x i 
comme nous l'avons fait avec x v on prouvera que 4> est donné par 
le théorème de Cauchy. 

On voit donc que la démonstration précédente ne tombe réellement 
en défaut que si la fonction 4> satisfait à la fois aux n équations aux 
dérivées partielles 

P 1= 0, P f = 0, ..., P n = 0. 

Dérivons l'équation (20) par rapport à x i : on aura une équation 

x, + z Pl + P,g ; + ... + P.^ = o, 

à laquelle devra satisfaire la fonction 4>, puisqu'elle satisfait à l'équa- 
tion (20). D'ailleurs, si <I> satisfait aux équations P t = 0, cette 
équation se réduira à 

X, + Z Pi = 0. 

Donc, si la fonction $ satisfait aux équations F = et P t = 0, elle 
satisfait au système des 2?i + 1 équations aux dérivées partielles 
du premier ordre suivant : 



(21) 



( F = 0, P« = 0, Xt + Z P( = 0, 
l (t = l,2,...,n). 
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Par définition, nous dirons qu'une intégrale <ï> (x t x t ... ac„) 
qui satisfait à toutes les équations (21) est une intégrale singulière 
de l'équation (20). 

Remarque. . — Nous avons spécifié que nous ne considérions 
qu'une équation F = 0, indécomposable, car, dans d'autres cas, 
ce que nous venons de dire serait sujet à caution. Ainsi, une équation 
de la forme 

F = (H)» = 0, 
est telle que 

P, = m(H>— 1 4^> 

et, par suite, toute intégrale de l'équation F = 0, c'est-à-dire H = 0, 
annule P<. 

Si l'équation aux dérivées partielles n'était pas mise sous forme 
entière, il pourrait aussi arriver (Ju'il existe des intégrales telles que 
le premier membre cesse d'être holomorphe dans le voisinage de 
tout élément de l'intégrale. Nous en verrons des exemples plus loin. 
Pour éviter ces difficultés, nous supposerons, dans la recherche des 
solutions singulières, que l'équation a été mise sous forme entière. 

15. Étant donnée une intégrale non singulière d'une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre, il y a toujours une infinité 

d'intégrales de cette même équation infiniment voisines de l'intégrale 

considérée. 

Soit 

F (z, x v x ty ..., x n , p„ p t , ..., p m ) = 

l'équation aux dérivées partielles et z = $ (# t , #„ ..., #„) une 
intégrale non singulière de cette équation. Prenons un élément 
2°, xj, ..., xj, pj, ..., pi de cette intégrale pour lequel P 4 ne soit 
pas nul et soit 

<P («ti x » •••» *») = * (*n «i» •••> *•)• 

Considérons ensuite une fonction <]/ (x t , a? 8 , ..., #„, a t> a t , ..., a r ) 
des variables # f , ..., x. et de r paramètres a iy a„ ..., a r , dévelop- 
pable au voisinage du point acj, x*J, ..., x£, a% aj, ..., a^ , et se 
réduisant à <p (x t , x„ ..., x„) pour a t = aj, ..., a r = af. Il est facile 
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de construire une telle fonction, il suffit pour cela d'ajouter à 9 un déve- 
loppement convergent quelconque qui s'annule pour a % = a, p . D'après 
le théorème de Cauchy, il existe une intégrale W dépendant des para- 
mètres a n a„ ...,a r , holomorphe au voisinage du point xj, 2°, ...,x£, 
aj, ..., a?, et qui se réduit à <]/ (x v ..., x n , a t , ..., a r ) pourxj^xj. 
Cette intégrale se réduira manifestement, à <ï> (x t , x t , ..., x m ) pour 
a t = aj, ..., a r = af et, puisqu'elle est holomorphe, on pourra 
déterminer un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de 
a t , a„ ..., a, telles que 

| a { - a? | < p, 
on ait 

| * — V | < a, 

pour les valeurs de x„ x„ ..., x„ suffisamment voisines de xj, 
...» #»> a étant un nombre donné à l'avance: c'est ce que nous 
exprimons en disant que l'intégrale V est infiniment voisine de $. 
Cette propriété appartient à toutes les intégrales non singulières; 
donc, si une intégrale est telle qu'il n'existe pas d'intégrale infini- 
ment voisine d'elle, cette intégrale sera nécessairement singulière. 

16. Dans certaines questions sur les équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, en particulier dans les méthodes de 
Jacobi, il y a souvent avantage à ce que ces équations ne contiennent 
pas explicitement la fonction inconnue, mais seulement ses dérivées. 
Voici l'artifice qu'on emploie pour la faire disparaître. 

Soit l'équation du premier ordre 

(22) F (x t , x t , ..., x n , z, p iy ..., p n ) = 0; 

trouver une intégrale de cette équation, cela revient à trouver une 
fonction V (z,x l? ..., x„) telle que la fonction z définie parla relation 

(23) V(z,x„x t ,...,x u ) = 

satisfasse à l'équation (22). Les dérivées partielles de z seront alors 
données par les formules 

# 3^ + rfï ft==0 ' (i = l,2,...,n), 



Digitized by 



Google 



28 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

c'est-à-dire 

àz 

La fonction V des (n -+- 1) variables z, as,, x„ ..., x n devra satisfaire 
à l'équation 

(El £X\ 

«t,^...,^,*,-^..-,-^ )=0. 
tfz "5*/ 

Soit V une intégrale de l'équation (24); on voit que l'équation V = 
donnera une intégrale de l'équation (22); mais rien ne prouve que 
ce procédé nous donnera toutes les intégrales de l'équation (22), car 
il n'est pas nécessaire que la fonction V satisfasse identiquement à 
l'équation (24), il suffit qu'elle vérifie cette équation pour toutes les 
valeurs de z, as,, #,, ..., x n liées par la relation (23). Nous allons 
montrer, effectivement, que ce procédé nous donne toutes les inté- 
grales non singulières de (22), mais il ne nous donne pas en général 
les intégrales singulières. En vertu du théorème démontré dans 
le § 15, toute intégrale non singulière appartient à une famille d'inté- 
grales de l'équation (22) qui peut dépendre d'autant de paramètres 
arbitraires qu'on voudra, en particulier à une famille dépendant 
d'un seul paramètre a. Soit 

V(z, x l9 x„ ...,as n ) = a 

cette famille. L'équation (24) devra être vérifiée quel que soit le 
paramètre a, en tenant compte de la relation précédente et, comme 
cette équation (24) ne contient pas a, il est clair qu'elle devra être 
vérifiée identiquement. 

D'un autre côté, si V est une intégrale de l'équation (24), il en 
sera de même de V -h G, où C est une constante quelconque, de 
sorte que toute intégrale de l'équation (22) obtenue de cette façon 
sera nécessairement comprise dans une intégrale dépendant d'un 
paramètre arbitraire, 

V + C = 0. 
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CHAPITRE II 



Équations linéaires. Systèmes complets. 

17. Dans l'étude des équations aux dérivées partielles, on a surtout 
en vue de ramener leur intégration à l'intégration d'un système 
d'équations différentielles ordinaires. Le problème, ainsi posé, est 
complètement résolu pour les équations du premier ordre dont nous 
allons nous occuper. Nous commencerons par les équations linéaires, 
dont la théorie est plus simple. Cette théorie est due, dans ses traits 
essentiels, à Lagrange ( 4 ); elle a été complétée par Cauchy (*) et par 
Jacobi ( 3 ). 

Considérons d'abord l'équation linéaire et homogène suivante 

entre la fonction inconnue f et les n variables x tJ x t , ..., x n . Les 
quantités X,, X f , ..., X„ sont des fonctions des seules variables 
ij, x ty ..., x n . L'intégration de l'équation (1) ou l'intégration du 
système d'équations différentielles suivant : 



(2) 




dx i 


dx, 

x. 


= ... = 


dx t 


sont deux 


problèmes équivalents. 






Soit, en 


effet, 














F(x,. 


» «^f! ' 


,..,*„) = 


= c 



(>) Théorie des fonction» analytiques, leçons sur le calcul de* fonctions. 

(>) Comptes rendus, 1. XV. 

I*) Journal de Crelle, t. II et XXIII. Gexammelte Werke, M IV. 
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une intégrale première du système (2); je dis que F est une intégrale 
de l'équation (1). La différentiation de l'équation F = C nous donne 

t— dx. 4- -r— dx± -h ... -+- -— dx H = 0, 
àx t * dx t * âx H 

et, en remplaçant dx iy ..., dx n par les quantités proportionnelles 
X,, ..., X w tirées des équations (2), on arrive à la relation 

dF __ ÔF v 

— - \ t + ... -h — X n = 0, 

ôx i l àx n 

qui doit être vérifiée quand on y remplace 'x { , x,, ..., x n par un 
système quelconque d'intégrales des équations (2). Mais puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables, 
l'équation précédente doit être vérifiée identiquement et F est une 
intégrale de l'équation (1). 

Réciproquement, soit <p une intégrale de l'équation (1), ç = C est 
une intégrale du système (2). En effel, on a identiquement 

X t |t + X 1 |l + ...+X.|î=0; 

1 dx i * dx t dx n 

on aura donc, pour un système quelconque d'intégrales des équa- 
.tions (2), 

-r-ï- dx. -h -T-2- dx t 4- ... -+- ^ dx n = 0, 
dx t l àx t * dx n 

c'est-à-dire 

d<p = 0. 

Donc, pour toutes ces intégrales, on a 

? ( x i> #i> •••> x n) = constante, 

c'est-à-dire que ? = G est une intégrale du système (2). 

D'autre part, soient f l9 f tl ..., f k k intégrales de l'équation (1); 
II (f i9 f f , ..., f k ) sera aussi une intégrale de cette même équation, 
Il désignant une fonction absolument arbitraire. En effet, on a 

dx t dx t " àsc n 

(i = 1,2, ...,*); ' 
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par suite, 







immk 


*[»■ 


dx t * 


dx t 


+ .. 


. + X. 


à fil 
âx n ] 


ce 


qui 


s'écrit 






















+ x, 




+ .' 


.. + 


y àl\ 


= 0. 



Ceci nous m'ontre que si f t , f fy ..., /Â_i sont (n — 1) intégrales 
distinctes de l'équation (1), on aura une intégrale 

F ==n (A, A».-» A-0» 

dépendant d'une fonction arbitraire de n — 1 variables, et qui a, par 
conséquent, le même degré de généralité, que l'intégrale générale de 
l'équation (1). Il est d'ailleurs aisé de montrer directement que l'on 
obtient ainsi toutes les intégrales de cette équation. En effet, soit F 
une intégrale quelconque de l'équation (1), on aura 

x il + x d¥ '+ +x_iI-o 
x «d7 l + x «jj t + - + x -5^;- () - 

On a d'ailleurs les (n — 1) relations 

(t = l,2, ...,u — 1); 

puisque les quantités X lf X„ ..., X„ ne sont pas toutes nulles, ceci 
prouve que le déterminant fonctionnel de F, f l9 ..., /»_j par rapport 
à x t , x t > ..., x n est nul : 

D(F,A,/;,...,A-0 = Ot 

D (a?|, x,, ..., x„) 

Il existe donc une relation identique entre les n fonctions F, f v f f , 
f 

* (F, A> A-, A-») = o, 

qui contient évidemment F puisque les fonctions /j, £,..., /i,-i sont 
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distinctes. On en conclut que F est une certaine fonction ÏT (f i$ f 19 
..., f n ~\)- Donc, pour trouver toutes les intégrales de l'équation (1), 
il suffit de trouver l'intégrale générale du système (2) 

/i = G t , f t = C„ ..., /i_i = C,„i, 

€ 

et Vintégrale générale de (1) sera donnée par la formule 

f=n(fi,f„:.,fn-i), 
où II désigne une fonction arbitraire. 

Remarque. — Ce qui précède nous montre aussi que tout progrès 
fait dans l'intégration de l'équation (1) ou du système (2) entraine un 
progrès correspondant dans l'autre problème, car si f t , f tJ ..., f k 
sont k intégrales de (1), f x = C iy ...,/* = C k sont k intégrales de (2) 
et réciproquement. 

18. Considérons maintenant des équations linéaires quelconques. 
Soit 

< 3 > p .^ + p .^ + - + p -ê- R==0 

* ox i ox % ux n 

une équation linéaire du premier ordre entre la fonction z et les 
n variables x v x t , ..., x n , où R, P 1? P t , ..., P„ désignent des 
fonctions de z, x t , ap„ ..., x n . Faisons .disparaître la fonction inconnue 
par le procédé indiqué au § 16. Pour cela, cherchons les fonctions V 
telle que la fonction z déûnie par la relation 

(*) V(s, x„ x„ ...,x n ) = 

soit une intégrale de l'équation (3). On trouve, pour déterminer \% 
la relation 

D'après ce que nous avons vu au § 17, si on considère le système 
d'équations différentielles 

dx x dx t dx n dz 

P7 ~ P; - - = T\ = TT ' 
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W i = G l> "i = C 8 , ..., u n = C n 



est l'intégrale générale de ce système, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (5) sera 

V = *(u 1 , u % , ..., u n ), 

$ étant une fonction absolument arbitraire. Par suite (§ 16) la 
relation 

*(tti> w„ ...,«„) = . 

donnera toutes les intégrales non singulières de l'équation (3). 

Nous allons donner de ce théorème une démonstration plus directe. 
Tout revient à montrer que, si dans n intégrales distinctes de l'équa- 
tion (5) u v te 8 , ..., u n on remplace z par une intégrale de l'équa- 
tion (3), ces fonctions u t , u t , ..., u n deviendront certaines fonctions 
de x i9 cc„ ..., x ny liées entre elles par une relation identique. Imagi- 
nons que cette substitution ait été faite, et calculons le déterminant 
fonctionnel A de u v t* f , ..., u m par rapport à x v x t , ..., x M , en y 
considérant z comme une fonction de x l9 ..., x n . On aura : 



A = 






du* du. 

2 «I î • 

dx t dz 



àu t du f 
dx t dz 



du n du n 



du n ■ du n 
dx % dz 



du i du x 
d^^lTz Pn 
àu t du % 
àI n *liï Pn 



dn H dv n 



ce qui donne, en développant, 



D(u t , m„ ..., «„) 



»-* 



■2*DÏ 



D («„«„...,«») 



Mais, ttj, u„ ..., u H étant n intégrales de l'équation (5), on a les 
n identités 



p.^ + p.J*- 

1 àx t * dx t 



G. Leçons. 



_ àUi __ dw t - 



(i = l,2,...,n), 
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et, en résolvant ces n identités par rapport à P,, P„ ..., P», R on en 
tire 

R ZL^l = M , 

DÇt^ti,, ..., u n ) D (u„ u r ..., u n ) 



D(x tJ x ti ...,x n ) D(x t , ...,Xi„ ly z,Xi+ ly ...,x n ) 
(i = l,2, ...,n), 

en désignant par M la valeur commune de ces rapports. Il en résulte 
que l'on a 



A=ij R -|;>J. 



i" ër's 

Si z satisfait à l'équation (3), on voit que A sera nul, à moins que M 
ne soit nul aussi. Donc, toutes les intégrales z qui n'annulent pas M 
sont telles que, si on les substitue dans u t , u„ ..., u„, les fonctions 
ainsi obtenues sont liées par une relation. Toutes ces intégrales sont 
donc fournies par la relation 

<P(u iy u s , ...,u„)=0. 

Examinons maintenant si M peut être nul. Soit 

V(z, a? n »„ ..., = 

une relation définissant une intégrale de l'équation (3), et soit 
scj, acj, ..., x,?, z° un système de valeurs satisfaisant à cette relation 
et telles que tous les coefficients P t , ..., P„, R soient holomorph es 
sans être tous nuls; supposons, par exemple, que (P^ soit différent 
de zéro. On aura toujours, comme nous l'avons vu, 

D (u t , m„ ..., u n ) 



P 1= -M 



D (z, a?„ ..., *„) 



Nous pourrons alors, pour les valeurs de z, ac t , ac f , ,.., a;,, situées 

dans le voisinage de z°, ccj, ..., scj, résoudre l'équation (5r) par 

rapporta^-. 

iT7 P i 3 h ... -4- P w hR- 

/ W ^ V - dag l * X » àz 

(0) ^r t - p; ' 

et le théorème de Cauchy nous apprend que cette équation (5)' admet 
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une infinité d'intégrales holomorphes dans le domaine du point 
xj, ..., a?J, z a . On peut toujours supposer que Ton a pris pour 
u t , ..., u n des intégrales satisfaisant à cette condition; le déterminant 

D (z, x„ ..., x n ) 

restera fini et, comme par hypothèse P t est différent de 0, on en 
conclut que M ne peut être nul. Le raisonnement ne serait en défaut 
que dans les deux cas suivants : 

1° S'il existait une intégrale telle que, pour tout système de valeurs 
z 1 , xj, ..., xi vérifiant la relation 

V(z, x l9 ...,x n ) = 0, 
on ait 

P 1 =z...=P ll = R=0. 

Dans ce cas, les coefficients P t -, R seraient divisibles par un facteur 
commun, et il est clair qu'en égalant ce facteur à zéro, on aurait une 
intégrale de l'équation (3). 
2° Il en serait encore de même si l'intégrale définie par la relation 

V(z, x i9 x 4 , ..., x n ) = 

était telle que, pour toutes les valeurs de z, x i9 ..., x n satisfaisant à 
cette relation, un certain nombre des coefficients P t , P„ ..., P w , R 
cessent d'être holomorphes. Ce' cas peut effectivement se présenter; 
prenons, par exemple, l'équation 

(A) p(x* 4- s 1 — 1) 4- q {xy + V\ — z* kV -+- y 1 -t- z , -~l) = 0. 
L'équation en V est : 

(B) (x J + z«-l)^ + (xy4-Kr=^Kx*+y t + z , ~l)^==:0, 
et elle admet pour intégrale générale 

v _ &% ( x y + Yl — z* Vx* + y 1 4- z f — l\ 

*-*\* 9 x» + z»^i ;• 

D'un autre côté, l'équation (A) admet l'intégrale 



z = V\ — x f — y% 
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qui n'est pas fournie par la relation V = 0, quelle que soit la 
fonction <b. Nous voyons bien que, au voisinage de toutes les valeurs 
de x oy t/ , z qui satisfont à la relation 

A + »ï + «î - i = o, 

les coefficients de l'équation (A.) ne sont pas réguliers. 

19. Pour compléter ce que nous venons de dire sur les équations 
linéaires, nous allons montrer comment on pourra déterminer la 
fonction arbitraire <P de façon que l'intégrale satisfasse à certaines 
conditions données à l'avance. 

On peut, en général, trouver une intégrale 

*(wu «i, •■•> *O = 0, 

telle que la relation précédente soit vérifiée identiquement quand on 
établit entre les variables z 9 # t , ..., x n deux relations quelconques 

f(z, x v x„ ..., x H )=0, 9 {z, x v ..., x n ) = 0. 

En effet, ces relations permettent d'exprimer les quantités z y x p x t , 
..., x n en fonction de (n — 1) variables arbitraires t v t s , ..., t«_i par 
des formules de la forme 

Xi = o, (f t , e„ ..., **_,), (i = 1, 2, ..., n). 

Trouver une intégrale z satisfaisant à la condition énoncée, cela 
revient alors à trouver une fonction <ï> telle que, si u[ 9 u'„ ..., u' n 
désignent les fonctions de t v t„ ..., *„_! que l'on déduit de «,, w,, 
..., u n en y remplaçant z, x n x„ ..., x n par 6, G t , 8„ ..., 6 W , on ait 
identiquement 

®( u 'i> «*« ...,u;) = o. 

Or, si on élimine £ t , t„ ..., t„__ ! entre les n relations 
^ = 11,(6, e f , ...,o n ), 



t*: = u»(e, e t , ..., e„), 
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on obtiendra, en général, une seule relation 

n«u;, ...,o = 0; 

et, par suite, l'équation 

U(u v u„ ..., u n ) = 

donnera l'intégrale cherchée. 

Nous voyons que cette méthode nous permettra, en particulier, de 
trouver l'intégrale de Cauchy qui, pour 

x, = xj se réduit à s = 9 (x 8 , ..., x n ). 

Nous pouvons, d'ailleurs, vérifier a posteriori que l'intégrale ainsi 
obtenue est holomorphe. En effet, si P, est différent de et si. 
P, , P,, ..., P„, Il sont holomorphes, on pourra, dans le voisinage 
d'un point xj, ..., x£, z°, mettre l'intégrale générale du système 





dx t dx n dz 


sous la forme 






L*j — Xj ~t~ \P^i "-*"■ *^i) **•! • ••• 



C. = *» + (*.— a?) A» + ... 
C t = z + (x t — x*) B H- ..., 

et, par suite, on voit que la relation 

= z -h (x l — xj) B -+• ... 
— ç[x s +(x 1 — xî)A,-h..., x,-h(x l — xJ)A a +..., ..., x n + (x t — x?)A n +...] 

fournira une intégrale satisfaisant à la condition donnée et holomorphe 
au voisinage du point xj, xj, ..., xj. 

20. On peut donner de la méthode qui a été suivie une interpré- 
tation géométrique dans le cas de trois variables. Considérons une 
équation linéaire à deux variables indépendantes x et y 

(6) Pp + Qï = R, 
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et la droite D dont les équations sont 

K } P Q R 

A chaque point x 7 y> z de l'espace correspond ainsi une droite D. 
Soit z = <p (se, y) une surface intégrale; le plan tangent au point 
x y y, z de cette surface a pour équation 

Z-*=p(X — a) + g(Y-y), 

et on voit que l'équation (6) exprime que ce plan contient la droite D. 
Donc, si on considère toutes les surfaces intégrales qui passent 
par un point donné de l'espace, les plans tangents en ce point à 
ces surfaces passent tous par la droite D relative à ce point. 

Nous appellerons courbe caractéristique une courbe telle qu'en 
chacun de ses points elle soit tangente à la droite D relative à ce 
point. Il résulte de cette déûnilion que les courbes caractéristiques 
vérifient le système d'équations différentielles 

dx_dy__dz 

K } "P ~ Q ~ R ' 

Une courbe de cette espèce est en général complètement déterminée 
quand on se donne un de ses points, c'est-à-dire les valeurs initiales 
de x y y } z. Ces courbes forment donc une congruence. Soient 

(8) u (xy y y z) = a, v (x, y, z) = b 

les équations de cette congruence, où a et b désignent des paramètres 
arbitraires, équations qui s'obtiendraient par l'intégration du sys- 
tème (7). Toute surface engendrée par les courbes de la congruence, 
associées suivant une loi tout à fait arbitraire, est une intégrale de 
l'équation (3). C'est évident, car par tout point d'une telle surface 
passe une courbe caractéristique C située sur la surface et, par suite, 
le plan tangent en ce point contient la tangente à C, c'est-à-dire la 
droite D relative à ce point. Réciproquement, si S est une surface 
intégrale, il existe une infinité de courbes caractéristiques situées 
sur S, car le plan tangent en un point quelconque M contient la 
droite D correspondante; par suite, en chaque point de S, la droite D 
correspondante à ce point est tangente à la surface, et on pourra 
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trouver une infinité de courbes tracées sur la surface et tangentes en 
chacun de leurs points à la droite D correspondante. Ceci nous 
montre géométriquement que toutes les suif aces intégrales s'obtien- 
dront en liant les paramètres a et b par une relation absolument 
arbitraire 9 (a, b) = 0, c'est-à-dire que 9 (ti, v) = donne toutes 
les surfaces intégrales de l'équation (3). Il y aurait cependant une 
exception si la surface considérée satisfaisait aux . trois équations 
P = 0, Q = 0, R = 0, car, dans ce cas, à tout point x, y, z qui 
annule P, Q, R, il ne correspond plus, en réalité, de droite D, cette 
droite est indéterminée. 

Ainsi nous venons de voir que toutes les surfaces intégrales d'une 
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre sont les 
surfaces d'une certaine congruence de courbes. Réciproquement, 
étant donnée une congruence quelconque, toutes les surfaces de 
cette congruence satisfont à une certaine équation linéaire du premier 
ordre. En effet, soient 

u (x, y, z) = a, v (x, y, z) = b 

les équations de la congruence. Une surface quelconque de la con- 
gruence aura une équation de la forme 

(A) ? (11, v) = 0, 

où 9 désigne une fonction absolument arbitraire. Je dis que z, consi- 
dérée comme une fonction de x et de y, définie par l'équation (A), 
satisfait à une équation linéaire du premier ordre; on aura, en effet, 
pour cette fonction z, 

âz, /au au \ ôo (dv dv \ 
di l (dx + T: P ) + àv\àx + Tz P )=°> 
do (du du \ ds (dv dv \ 

^Kd y + TzV + à-v\àTj + àlV : = ' 

5 do 

comme on ne peut pas avoir simultanément -— = 0, —■ = 0, sans 

du dv 



(1) Les intégrales exceptionnelles signalées à la juge 33 correspondent un cas où les 
équations (7) admettraient elles-mêmes des solutions singulières. Ce point sera développe" en 
détail plus loin. 
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que 9 soit indépendant de u et de v, il faut nécessairement que le 
déterminant suivant soit nul : 



= 0, 





du du 
fa* Tz V * 


dv dv 
dx dz 




du du 
Ty + Tz q > 


dv dv 
dy + Tz q 


ce qui s'écrit : 




D (m, v) D (ii, 


v) D (u, v y 



D (»,»)• D(r, y)' D(x, z) 



g = 0. 



Exemples. — 1° Toutes les droites parallèles à une droite donnée 
forment une congruence dont les équations sont 

( u = ex — az = a, 
( v = cy — bz= p, 

a, 6, c étant les paramètres directeurs de la droite donnée. On en 

conclut que tous les cylindres dont les génératrices sont parallèles 

à la droite 

x y z 



satisfont à l'équation 



ap -h bq = c. 



De môme, toutes les droites qui passent par un point fixe x„ i/ , z 
forment une congruence dont les équations sont 



g — gp 
X x a 



= «. 



y — y* 



r = 3- 



D'où il résulte que tous les cônes ayant pour sommet le point x , t/ , z 
satisfont à l'équation 

P ( x — *o) + 1 (y — Vo) = z — V 

2° Toutes les surfaces qui coupent orthogonalement la famille de 
surfaces 

f(x,y,z) = a, 



Digitized by 



Google 



CHAP. II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 44 

où a désigne un paramètre variable, satisfont à l'équation du premier 
' ordre 

dx . dy dz 

Les caractéristiques de cette équation sont données par les équations 
différentielles 

dx dy __ dz 

dx dy dz 

Ce sont donc les trajectoires orthogonales de la famille de surfaces 
f=z a; résultat évident a priori. 

3° Cherchons les relations que doivent vérifier P, Q, R pour que 
les caractéristiques soient des droites. Soit 

Pp + Q<j = R 
une équation satisfaisant à cette condition. Posons, pour abréger, 
P Q R 

M = — y V == — j W = 



J/P s + Q« + R« |/p« + Q» + Rî J/P* 4- Q* 4- R 1 

de telle façon qu'on ait 

u 1 4- «" + w* = 1. 

L'équation cherchée prendra la forme , 

up 4- vq = iu. 

Soit, alors, m un point de coordonnées x, y y z et D la droite corres- 
pondante dont les cosinus directeurs seront évidemment ti, v, 10. 
Pour que les caractéristiques soient des droites, il faut qu'en un 
point voisin m' pris sur la caractéristique, u, v, w soient les mêmes; 
il faut donc que Ton ait 

dw = 0, dv=0, duM=0, 

pour les systèmes de valeurs de ce, y, z satisfaisant aux relations 

dx dy dz 

u v w 



Digitized by 



Google 



42 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

La condition du = s'écrit 

au _ du , du , 

-t— dx + -x— au -h — dz = 0, 

dx ây âz 

ou 









du 
âx 


au 

+ V — H- UJ 

ày 


du 
dz"" 


0. 


En tenant 


compte 


de la relation 












u 


1 H- v* + tu 1 


= 4, 




qui 


donne 


















au 
âx 


du 

+ V h UJ 

dx 


dx 


o, 



on peut encore écrire cette condition 

(au àv\ /âw àu\ 
à y âx) ~~~ \âx dz) 

* 
Les conditions dv = 0,. dw = fournissent deux relations ana- 
logues à la précédente et finalement on arrive à deux équations 
distinctes seulement : 

âv âw âw au au âv ' 

/rkX dz ây âx dz ây âx 

(y) = = • 

U V w 

Si ces relations sont vérifiées quels que soient x, u, z, on obtiendra 
immédiatement les caractéristiques en prenant les droites D issues 
de tous les points d'une surface, par exemple d'un des plans de 
coordonnées (*). 

4° On satisfait aux équations (9) en prenant pour u, v, w les 
dérivées partielles d'une fonction ô qui devra vérifier la relation 

(i) Si les relations (0) ne se réduisent pas à des Identités, elles définissent une courbe ou 
une surface, qui est le lieu des points où les caractéristiques ont un contact du second ordre 
avec la tangente. On peut se proposer de même de trouver les conditions que doivent vériftor 
P, Q, It pour que les caractéristiques soient des cercles, ou des coniques, ou simplement des 
courbes planes. Dans ce dernier cas, on voit aisément que Ton obtient par drs calculs algé- 
briques l'intégrale générale des équations (7), sauf dans un cas particulier où on aura seule- 
ment une intégrale première. 
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Il en résulte que les caractéristiques de l'équation 

ôx * dy dz 

seront des droites. Si nous nous reportons aux conclusions du deuxième 
exemple, nous voyons que ces caractéristiques sont les trajectoires 
orthogonales de la famille de surfaces 

6 (x, y, z) = a, 

et puisque les caractéristiques sont des droites, on en conclut que la 
famille G = a est une famille de surfaces parallèles. 

21. On rencontre souvent dans des problèmes de géométrie des 
équations du premier ordre qui se décomposent en plusieurs équa- 
tions linéaires. Ainsi, par exemple, cherchons l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces qui coupent orthogonalement la famille de 
surfaces 

(A) f (a?, t/, z y a) = 0, 

dont l'équation contient le paramètre arbitraire a au degré m. Pour 
avoir cette équation, il faudra éliminer a entre l'équation (A) et 
l'équation 

<B) • >% + *%-% 

ox oy az 

Soit 

? 0», y, *• v, q) = o 

l'équation ainsi obtenue; je dis que 9 est le produit de m facteurs 
linéaires par rapport à p et q. En effet, en un point quelconque de 
l'espace a? , t/ , z , passent m surfaces de la famille (A) correspon- 
dant aux valeurs du paramètre a racines de l'équation 

/"(*<» 3/o>*q>«) = 0- 

Soient ON t , ON f , ..., ON m les normales à ces m surfaces au 
point O (x , y„ z ), w„ v v w t ; i/„ r t , u?,; ...; u w , v w , w m9 leurs 
cosinus directeurs. Toute surface orthogonale à une des surfaces de 
la famille, en O, devra être tangente à l'une des droites ON t , ON,, 
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..., ON m et par suite satisfaire à Tune des équations 

u { p -*- v t q — w { = 0, (t = 4, 2, ..., m). 
On en conclut que ç est égal au produit 

P = (u t p 4- v x q — w t ) ... (u m p 4- v m q — iv m ), 

abstraction faite d'un facteur indépendant de p et de g. 

De telles équations font correspondre, à chaque point de l'espace, 
m droites D t , D„ ..., D m , et elles expriment que le plan tangent à la 
surface intégrale contient une de ces ni droites. Nous pourrons alors 
généraliser ce que nous avons dit au § 20 et désigner sous le nom 
de courbe caractéristique une courbe telle qu'en chacun de ses 
points elle soit tangente à Tune des m droites correspondantes. Les 
considérations employées plus haut nous montrent encore que toute 
surface intégrale est un lieu de caractéristiques. Il est à remarquer 
que, pour former les équations différentielles de ces courbes, il n'est 
pas nécessaire de savoir effectuer la décomposition de ?(x, y> z 9 p 9 q). 
En effet, soit Vp + Qq — R un facteur linéaire de ?. En exprimant 
que ç (#, y, z, p, q) est divisible par l?p 4- Qq — R, on aura des 
équations de condition homogènes en P, Q et R, qui, pour chaque 

P Q 

point (x, t/, z), fourniront m systèmes de valeurs pour - et ^-- En 

remplaçant dans ces équations P, Q, R par les quantités proportion- 
nelles dx, dy> dZy on aura les équations différentielles des caracté" 
ristiques. 

22; La détermination des intégrales qui satisfont à des conditions 
'données se trouve ainsi ramenée à un problème de géométrie. Ainsi, 
pour avoir la surface intégrale qui passe par une courbe donnée, il 
suffira de prendre les" caractéristiques qui passent par les divers 
points de celte courbe. Il y aura indétermination si la courbe donnée 
est elle-même une caractéristique, et dans ce cas seulement. De 
même, on obtiendra une surface intégrale tangente à une surface, en 
prenant toutes les caractéristiques tangentes à cette surface. 

23. Nous pouvons, en employant un langage géométrique co?i- 
ventionnel, étendre ces considérations à une équation linéaire à 
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n variables. Nous dirons qu'un système de valeurs x° i9 xj, ..., oc,?, des 
variables x t , x„ ..., x n sont les coordonnées d'un point dans V espace 
à n dimensions. Nous désignerons sous le nom de courbe l'ensemble 
des points dont les coordonnées sont des fonctions d'une seule 
variable, et nous appellerons surface l'ensemble des points dont les 
coordonnées satisfont à une seule relation 

F(x„x„ ...,x n ) = Q. 

Considérons alors l'équation 

_ dz _ dz _ dz ^ 

p ^ + p «^ + - +p -^;- R = ' 

où P t , ..., P„, R sont fonctions de x iy ..., <r„, z. Soit 

/ V(s, x i9 x v ...,oc n ) = 

une relation définissant une intégrale. Nous appellerons surface 
intégrale la surface définie par celte relation. Nous avons vu que, si 
on considère le système d'équations différentielles suivant 

dx t __ dx H dz 

et si 

u t = C l9 u s = C„ ..., u n = C H (C) 

est l'intégrale générale de ce système, l'intégrale générale de l'équa- 
tion proposée sera définie par la relation 

*(«i)W|) ...,iO = °> 

où <I> désigne une fonction arbitraire. 

Les équations (C) définissent une courbe dans l'espace à n + 1 
dimensions ; c'est cette courbe que nous appellerons courbe caracté- 
ristique, et on voit que la surface intégrale la plus générale s'obtient 
en associant suivant une loi arbitraire les courbes caractéristiques. On 
verra d'ailleurs aisément que, réciproquement, si on considère dans 
l'espace àn + 1 dimensions une famille de courbes dépendant de 
n paramètres arbitraires, les surfaces obtenues en associant suivant 
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une loi quelconque les courbes de cette famille satisfont à une même 
* équation linéaire du premier ordre. 

24. Systèmes complets. — Considérons un système de q équa- 
tions linéaires et homogènes 

à n variables indépendantes x iy x % , ..., x n , dans lesquelles les quan- 
tités ai sont des fonctions de x l9 x„ ..., x n . Nous désignons par le 
symbole X^ ( ) l'opération 

. à , d . d 

Remarquons, de suite, que ce symbole X ( ) jouit de propriétés 
analogues à celles du symbole de la dérivation. Ainsi, il est facile de 
vérifier que si u, v, w désignent des fonctions de x l9 ce,, ..., #„, 
on a 

X(tt + v + M)) = X(u) 4- X (v) 4- X (u>), 
X(mv) = uX(v) + vX(u), 



et, plus généralement, 



dF „ , v <?F „ , x <>F 



X (F (u, v, u>)) = ^ X (u) + Ji X (t>) + î£ X (w). 

Nous dirons que les q équations (10) sont indépendantes s'il 
n'existe aucune relation identique de la forme 

(11) \X t (f) + X,X, (f) + ... + X.X, (f) = 0, 

où X|, \ y ..., X tf désignent des fonctions de #,, x t9 ..., x n > non toutes 
nulles. On voit, d'après cela, qu'un système de la forme (10) ne peut 
contenir plus de n équations indépendantes. 
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1° Supposons q > n. Si parmi les q équations il y en a n indé- 
pendantes, le système n'aura évidemment que la solution unique 

-^ = -^ = ... = -^=0, 
âx t dx % àx n 

c'est-à-dire 

f (as t , x tJ ..., x n ) == constante. 

• Si le système proposé contient moins de n équations indépen- 
dantes, on pourra le remplacer par un système de n' équations 
(n 1 < n), équivalent au premier et composé d'équations indépen 
dantes. 

2° Supposons q «< n et supposons, de plus, ce qu'on peut toujours 
faire, les équations indépendantes. Nous allons montrer qu'on peut 
former de nouvelles équations linéaires qui devront être satisfaites 
par toutes les solutions des équations (10). En effet, soit f une inté- 
grale des équations (10), on aura 

X,(fl = 0, **(f) = 0, 
et par suite 

X < [X t (A)] = X,[0] = 0, 
XJX < (r)] = X t [0] = 0, 

f satisfait donc à l'équation 

(12) XitX,(/)]~X t [X l (r)] = 0. 

Cette équation (12) est encore linéaire et du premier ordre. En 

effet, il est facile de vérifier que toutes les dérivées du second ordre 

de / disparaissent dans le premier membre. 

à*f 
Le coefficient de -r— - est 
à xi 



al at - aîai = 0, 



d % f 
et celui de - — ^— est 
ox h ox l 



flirt? H- a\a h — - a h a) — a\ a\ = 0. 
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D'ailleurs, le coefficient de -^- est 

àx k 



a\ - h a 1 , h . 

âx t ox s 


àx n 


ax i 


k dJ h 

■ ai 

1 dx t 



-aî~ = X J (aî)-X*(«i). 
L'équation (12) peut donc s'écrire sous la forme 

(12)' X, [X, (f)] - X, [X, </)] = 2 j X, (oî) - X* (ai) I y£ = 0. 

Imaginons que Ton ait formé toutes les équations, telles que 
l'équation, (12), que l'on obtient en combinant deux quelconques des 
équations (10); ces équations admettront toutes les intégrales du 
système (10). Désignons par 

X t+1 (fl = 0, X, +t (/) = 0, ..., X, + .(f) = 0, 

toutes celles de ces nouvelles équations qui sont indépendantes entre 
elles et qui forment avec les équations (10) un système 

(13)X i (/ p )=0, ..., X,(/)=0, X, +1 (/)=0, .., X f+ .(0=0, 

d'équations indépendantes. Si q -+- s = n, le système (13) et, par 
suite, le système (10) n'admettra que la solution banale /*= G. Si 
q -h s < n, on pourra recommencer sur le système (13) les opéra- 
tions faites sur le système (10), et ainsi de suite. En continuant de 
la sorte, on arrivera finalement, soit à un système de n équations 
indépendantes, et alors le système (10) n'admet que la solution f= G; 
soit à un système de r équations indépendantes, où r «< n, et tel que 
toutes les combinaisons 

x < [x 4 <fl]-x 4 [x l (0] 

soient des fonctions linéaires de X t (/"), X, (f), ..., X r (f). Dans le 
second cas, nous serons arrivés à un système tel que l'application de 
la méthode précédente ne donne aucune équation nouvelle. Un tel 
système a été appelé par Glebsch système complet. 
Nous voyons, en résumé, que la recherche des intégrales d'un 
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système dç la forme (10) se ramène à la recherche des intégrales 
d'un système complet. 

25. La théorie des systèmes complets repose sur tas propriétés 
suivantes. 1° Soit, 

(U) X t (/)=0, X,(/)=0, ..., X r (f) = 

un système complet. Si on fait un changement de variables défini par 
des relations 

(A) x { = c { (y t , y v ..., y.), (t = 1, 2, ..., n), 

résolubles par rapport aux nouvelles variables y l% y tJ ..., y n , le 
système (14) sera remplacé par un nouveau système qui sera aussi 
complet. En efîet, on pourra considérer inversement t/ p y v ..., y n 
comme des fonctions de x t , x„ ..., x n : 

Vk = +* (» â , x È , ..., a? n ), (* = 4 > 2 > •••> *)• 

Remplaçons dans /*, a? â , cc„ ..., x H en fonction de y„ j/„ ..., t/ n , 
on aura 

ÈL = K d JL + _ + ÊL d Jb. 

àx t ây i dx i '" ày n dx i i 
puis, portons dans X (A ces expressions des quantités — et substi- 

tuons à sc p ac t , ..., ce,, les variables y n t/„ ..., y H . On aura un 
résultat de la forme 

où b„ b,, ..., 6, désignent des fonctions de i/„ t/„ ..., y n , c'est-à- 
dire que l'on aura identiquement 

X (f) = Y (f), 

en vertu de la substitution (A), /"désignant dans le premier membre 
une fonction de x l9 x t , ..., x H et dans le second membre* la même 
fonction exprimée au moyen de y v y t> ..., y n . Le changement de 
variables (A) substituera donc au système (14) le système 

(15) Y, (0 = 0, Y, (0 = 0, ..., Y r (fl = 0, 

G. Leçon*. 4 
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qui sera, évidemment, composé d'équations indépendantes. Je dis 
que le système (15) est un système complet. En effet, on a identi- 
quement 

X,(fl = ¥,.(/•), X t (f) = Y t (f), 

quel que soit f. Donc on a aussi 

X f [X t if)] = Y, [X, (f)] = Y, [Y t if)], 
X t [X, (f)] = Y t [X, if)] = Y t [Y ( if)], 
et, par suite, 

X, [X t (f)] - X k [X, {f)] = Y, [Y t (f)] - Y t [Y, if)], 

en vertu de la substitution (A). D'ailleurs, puisque, par hypothèse, le 
système (14) est complet, on a identiquement 

X, [X t (f)] - X t [X, if)] = X,X, (f) + ... + X,X r if). 

On en conclut, en faisant le changement de variables (A), que l'on a 
aussi 

Y, [Y* if)] ~ Y t [Y, (f)] = K Y, (/) + - + V Y r (/), 

en désignant par aJ, XJ, ..., Xr ce que deviennent X t , )>,, ..., X r , 
quand on y remplace x v # f , ..., x n en fonction de y t , y„ ..., y.. Le 
système (15) est donc aussi complet. 

2° Si on remplace le système (14) par un système équivalent, le 
nouveau système sera un système complet. Nous appellerons système 
équivalent au système (14) un système 

(16) Z l (f) = 0, Z, (/■) = (), ..., Z,if) = 0, 

tel que l'on ait identiquement 

Z t if) = A*X, if) + A*X, if) + ... .+ AJX P if), 

les quantités AJ étant des fonctions de x v ..., »„ telles, que le déter- 
minant 

D = 2 ± AJ A* ... AJ 

soit différent de 0. 11 est clair qu'inversement Z i (f), ..., Z r (f) 
s'exprimeront linéairement au moyen de X t (f), ..., X r (f). La 
différence 

z»(z;tf))-z,(z A (/)), 
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sera égale à une somme de termes de la forme 

A?X< [AU* (f)] - AlX* [A?X< (f)] = A?X, (Ai) X t (f) 

- AiX t (Aï) X, (f) + A? Ai j X, (X t (/)) - X t (x, (f)) \. 

Cette différence sera donc une fonction linéaire des quantités X, (f), 
..., X,. (/) puisque toutes les différences X< [X* (f)] — X k [X,. </)] 
sont, par hypothèse, des fonctions linéaires de X t (/), X,(f), ..,, X r (/), 
et, par suite, une fonction linéaire de Z, (/*), Z, (/"), ..., Z r (/*). 

26. Systèmes Jacobiens. — Considérons un système complet 
de m équations linéaires à m -f- n inconnues. D'après ce que nous 
venons de dire, nous pourrons toujours le remplacer' par le syslème 
complet équivalent, obtenu en résolvant ces équations par rapport 

A -F A -f A-P 

à m des quantités - — > - — » •••> Nous pourrons donc toujours 

ox x ox i ûx m + n 

supposer qu'on ait mis un système complet sous la forme 

IX (f)= df 1 b 1 df l & 1 df + ..-rb' ^ =0 



(l'K ,v " àx t '^x.^, dx, + , dac. 



= 0, 



\ dv m l dx m +i J dx m +, dx m+H 

Nous appellerons, dorénavant, système jacobien tout système complet 
de la forme (47). 
Dans tout système jacobien, on a identiquement : 

X«[X t (r)]-X l .[X < (/)] = 0. 

En effet, puisque le système est complet, on a 

X* [X t (f)] - X* [X, (f)] = X t X, (/) + ...+ X,X„ (f). 

A f 

Le coefficient de -r-^- dans le second membre est \\ mais,' quels que 

soient i et ft, le premier membre ne contient aucun terme en 

^JL 9 rr L ..., __L . on doitdoncavoir X t =0, et, en général, on devra 
dx t âx t âx m 
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/if 

avoir X A = puisque le coefficient de - — (h < m) dans le second 

ox h 

membre est X A . Donc, 

X t = X f :=...=X m = 0. 

On en conclut, en se reportant aux égalités (12)' , que les coefficients b 
satisfont aux relations 

(18) X, <ft - X t (if) = 0, j ( *' ( * = ^ * ;;- ^ 

27. Théorème. — Tout système complet de m équations à 
m + n variables indépendantes admet n intégrales distinctes. 

Puisque tout système complet se ramène à un système jacobien, il 
nous suffit d'établir la proposition pour un système jacobien. Consi- 
dérons alors le système (47); l'équation X t (f) = admet (§17) 
(m -f- n — 4) intégrales distinctes t/,, y ty ..., y m + n * Soit y x une 
fonction de x l7 ac„ ..., x n distincte des précédentes; prenons y iy y,, 
• ••> y* + n comme nouvelles variables. L'équation X, (f) = sera 

remplacée par l'équation - — = 0, puisque la nouvelle équation doit 

admettre les intégrales t/„ t/„ ..., y m + n . Imaginons, de plus, qu'on 
ait résolu les (m — 4) équations restantes par rapport à m — 1 

dérivées, soit - — j ■■•> -r Le système (47) sera alors remplacé par 

ày t dy m J v 

le système jacobien équivalent 

ï. (fi = ^ = o, 

dans lequel les quantités c\ sont des fonctions des seules variables 
î/*> Vv •••» !/m + »- En effet > te système (49) est complet (§ 25) et, 

puisqu'il est résolu par rapport à - — » - — > •••> - — 5 il est jacobien. 
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On a alors (§ 26) 

Mais ci est nul quel que soit h; par suite, 

La première des équations (19) nous montre que f ne doit pas 
dépendre de y i7 et comme cette variable ne figure, pas dans les 
équations 

nous pouvons en faire abstraction, et nous sommes ramenés à chercher 
les intégrales du nouveau système jacobien de m — 1 équations 

Y, (0=0, ..., Y„(fl = 0. 

On ramènera de môme ce système à un système jacobien de m — 2 
équations km + n — 2 variables, et ainsi de suite. Finalement, on 
arrivera à une seule équation linéaire àn + 1 variables, admettant 
les mêmes intégrales que le système proposé. Le théorème étant vrai 
pour m = 1, il s'ensuit qu'il est général. Nous voyons de plus que 
si 9j, ç„ ..., y n désignent n intégrales distinctes des équations (17), 
toute autre intégrale commune sera de la forme 

/ , = n((p 1 , <p„ ...,?„)> 

H désignant une fonction arbitraire. 

Pour passer du système (17) au système (19), il faut avoir intégré 
l'équation linéaire X, (f) = 0, ou, ce qui revient au même, le 
système d'équations différentielles 

dx i __ dx, _ __ dx„ __ dx m+l __ __ dx m + u 
1 — ~ b\ W ' 

qui se réduit à un système de n équations du premier ordre. Pour 
passer du système (19) au système jacobien suivant, il faudrait 
encore intégrer un nouveau système de n équations du premier ordre, 
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et ainsi de suite. En définitive, pour intégrer par cette méthode le 
système (47), on aurait à intégrer successivement m systèmes de 
n équations différentielles du premier ordre, et à faire m — 4 chan- 
gements de variables. 

Remarque I. — Les n intégrales distinctes <p,, 9,, ..., 9„ du 
système (47) sont encore distinctes si on les considère comme fonctions 
des seules variables a? m + i, x m + iJ ..., x m + H . Supposons, en effet, 
qu'il existe une relation identique de la forme 

$(#!> x v •••> X mj ?i, ft> •••> ?«)=0> 

on aurait alors 

X A (*) = 0, 
c'est-à-dire 



à* ÔY v . x à¥ v . N à¥ v 

<fc = l,2,...,ro). 



D'ailleurs, puisque 9,, 9,, ..., <p n sont des intégrales du système (47), 
la relation précédente se réduira à 

'££ = 0, (ft = i, 2, ...,»•); 

ax h 

<I> serait donc indépendante de x i7 x„ ..., ac w et il y aurait une 
relation entre les fonctions <p 1? 9,, ..., 9,, ce qui n'est pas. 

Remarque II. — D'après ce qui précède, il est clair que si 
m équations linéaires indépendantes à (m -h n) variables admettent 
n intégrales distinctes, le système formé par ces m équations est un 
système complet. Car, s'il n'était pas complet, il serait compris dans 
un système complet de plus de m équations et, par suite, ne pourrait 
admettre n intégrales distinctes. 

23. Méthode de Mayer ( 4 ). — La méthode d'intégration précé- 
dente exige, nous l'avons vu, des calculs assez pénibles. Des méthodes 

l 1 ) Le procédé employé ici est idcnliquc'au Tond à celui de Mayer; la méthode même de ce 
géomètre sera exposée dans le chapitre suivant. 



. 
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plus simples ont été données par Clebsch (*), Weiler ( 2 ) et Mayer ( 3 ). 
Celle qui exige le moins d'intégrations est due à Mayer; nous nous 
bornerons à celle-là. 

Théorème. — Soit xj, xj, ..., x£ + n un système de valeurs des 
variables x p x„ ..., x m + n , au voisinage desquelles les coefficients 
bi du système (il) sont holomorphes; il existe n intégrales ? 4 , ©„ 
..., o H du système jacobien 

«■n (x,(O = | t + * , ,T^- + ... + « T ^-=0t 
(17) dar { do; m+l dx M+1 , 



(t = i,2, ..., m), 



holomorphes au voisinage du point x}, xj, ..., x£ + JI , et se rédui- 
sant respectivement à x m + i, .. ., x m + „ ^our 



n* 



Ce théorème est vrai dans lé cas de m = 1, car il se réduit à un 
cas particulier du théorème de Cauchy; pour montrer qu'il est 
général, il suffira de démontrer que, s'il est vrai pour (m — 1) 
équations, il est encore vrai pour m. Supposons donc qu'il soit vrai 
pour (m — t) équations. Nous pouvons, sans restreindre la généralité, 
supposer 

Xj — Xj — . •• — — : Xi*-*.* "— "• 

L'équation X 4 (/") = admet les intégrales évidentes x„ x„ ..., x m 
et, d'après le théorème de Cauchy, elle admettra, en outre, n inté- 
grales x ro + i, Xm + „ ..., x m + n , holomorphes au voisinage de x t =:x, 
= ... = x m+H = 0, et se réduisant respectivement à x w +j, x m+î , 
..., x^+.pourxj =0 

i#m + l == «Cm+1 + ^iAju + i -h ..., • 
X m +s = X m4 .j -H X 1 A TO+Î 4- ..., 



(i) Clebsch, ffefrr die simultané Intégration Hnearer partietter Di/ferentialgleichungen 
(Journal de Crelle, t. LXV). 
(*) Weiler, SchlOmilch's Zritschrifl fur Mathematik, Bd Vlll, 1803, et Bd XX» 
V«) Mayer, Ueber unbeschrànkt integrabrl Système, etc. (Mathematische Annalen, t. V). 
Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. XI, 1" série. 
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Posons, pour la symétrie de la notation, 



Xm X» 



X m - X m 



et prenons les quantités xj, x'^ ..., x' m + H pour nouvelles variables. 
Puisque le déterminant fonctionnel 

est é^at à 1 pour x % = 0, on en conclut que, au voisinage de a:, = 0, 
on pourra résoudre les équations (A) par rapport à x m+u x m + 5 , 
..., #«+,, et les mettre sous la forme 

\ #m + » == X m + * "H X 1 B IR + R •+• ...; 

par suite, toute fonction holomorphe de ir,, ..., rr M+Jl est aussi 
une fonction holomorphe des nouvelles variables, et inversement. 
Ce *i posé, l'équation Xj(^)=:0 deviendra, avec les nouvelles variables, 

dx[ ' 

d'ailleurs, on aura 

àf _ df t df dxL+i ^ | df dx' m + U i 

âxi dxl àxn+i âXi '" dx' m + n ôx { 
(t = 2, 3, ...,m), 
et 

df = df àxjn+j _JJL ^«±_». 

(fc = d,2,...,n). 

Donc le système (17) sera remplacé, avec les nouvelles variables, 
par te système 



(20) 



tfx f tfx w _n ox m + n 



dx m âx m + ï àx m+H 
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où les quantités ci désignent des fonctions des seules variables x' iy 
..-, x' m + n (§ 27) et, comme les fonctions cl se déduisent de fonctions 
holomorphes par les seules opérations de l'addition et de la multipli- 
cation, on en conclut que ces fonctions sont régulières au voisinage 
du point 

Xj ^= X$ n= ... = X m + n = U. 

Le théorème étant supposé vrai pour (m — 1) équations, il existe un 
système de n intégrales ç n f„ ..., g„, régulières au voisinage de x\ 
= x' 9 = ... = ai.*.» ~ 0, satisfaisant aux (m — 1) dernières équa- 
tions (20) et se réduisant respectivement à x' m+ i, ..., x' m + n pour x' f 

o. = x' m+ i -+- x' % Ci -h .... 

D'ailleurs, ce système d'intégrales satisfera évidemment à l'équation 

— — - = 0, puisqu'elles sont indépendantes de xj. 
ôx i 

Par suite, en remplaçant les variables xj, x'„ ..., x' m+H par les 

variables x v x iy ..., #»+„, on en conclut que le système proposé 

admet le système d'intégrales 

<?< = x m + i + *«D< + .-., (* = 1, 2, ..., n), 

holomorphes au voisinage du point 

JC| ^: 3Cj = ... =z X m _|_ w = u, 

et se réduisant respectivement à a^+i, ..., x m+ „, pour x t = 0, 
x t = 0, ..., x m = 0. 

29. Soient f p 9,, ..., ç„ les intégrales satisfaisant aux conditions 
précédentes. Nous dirons qu'un tel système d'intégrales forme un 
système fondamental relatif au point 








m + n* 



Soit alors $ (x m +i> x w +u ..., x m+M ) une fonction quelconque, 
holomorphe dans le voisinage du point x£ + l , ar£+ 2 , ..., x£+», la 
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fonction 

sera une intégrale du système (17), holomorphe au voisinage du point 

/■y» ■ /-*» *» nf» i syt" 

O/j —— ils j , ..., U> m + H — O.pl^.1,, 

et qui, pour 

J*j = X j , . . . , JC TO = x m , 

se réduira à la fonction <I> (x m+ i, ..., x m + H ). On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui est une extension du théorème général de 
Cauchy dans le cas d'une équation linéaire. 

Théorème. — Soit x] y ..., x£+ n un système de valeurs pour 
lesquelles les coefficients bj sont holomorphes, et 3> (x m+u ...,x m +») 
une fonction holomorphe dans le voisinage du point x m +i = x£ + i, 
..., x» + » = irî +I ; les équations (17) admettent une intégrale 
commune holomorphe dans le domaine du point x°, ..., x»+ ny et 
se réduisant à <ï> (o* m+1 , ..., x m+n ) pour 



30. Cette proposition établie, soit as?, xj, ..., x£+ H un système de 
valeurs au voisinage desquelles les coefficients frj*, dans le système 
complet (17), sont holomorphes. La méthode de Mayer pour la 
recherche des n intégrales distinctes ?,, ..., ?„, qui satisfont à 
l'énoncé du théorème précédent, consiste à faire le changement de 
variables suivant : 

(A) 05 1 = xî + y l , x s = x° t + y x y„ ..., x m = x£ -*- y t y m ; 

on aura alors 

l EL — EL EL *L 

\ à Vi ~ dx t + dx t 1J * + "■ + Ox m *"» 

^ ÈL = K, ..., j^ = ^ 



La substitution directe des variables t/ 1? t/„ ..., ?/ M , x m +i, ..., x m + n 
aux variables x t , ..., x m , x m+ i, ..., j(; m+ii , remplacera le système (17) 
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par le système équivalent 

àf , àf . df 

dy t àx m+l dx M+K 



i t (j) = EL + c \ JL- + ... + d 



àf 



(2i) [^>=i^r c ' i dx—r ■••-*■ c '*d-^=°> 

Y (f\~^L + c- _^L . . e m àf _ 

Y - V) - ày m + c > àx m+l + - + c " ^7„ ~ °' 

dans lequel les coefficients c? sont des fonctions holomorphes dans 
le voisinage du système de valeurs 

!/t = a *> •••> 3/m = 0»> 
où a,, a„ ..., a* sont des quantités arbitraires, car, quels que soient 
Vv !/*> •••> !/m, on a toujours, pour y i = 0, x x = x\, ..., x w = *£. 
D'ailleurs, on voit qu'en vertu des relations (B) tous les coeffi- 
cients c* dans les équations Y, (f), Y, (/*), ..., Y nl (f) contiennent en 
facteur y v La substitution (A) remplacera les n fonctions o t \ <p„ ..., ç„ 
parn fonctions '| 4 , t|/„ ..., <]/„ holomorphes au voisinage de 

vérifiant les équations (21) et se réduisant respectivement à x m + u 
x m +„ ..., x m+n pour y t = 0. La recherche des intégrales <p,, <p„ 
..., ç„ est donc ramenée à celle des intégrales ^,, <J> t , ..., (J/ B . Soit 
<!/ t . une de ces intégrales. C'est une intégrale de l'équation Y t (/) = 
qui se réduit à x m + k quand on fait */ t = 0; or, le théorème de 
Cauchy nous apprend que l'équation Y t (f) = admet une intégrale 
régulière et une seule qui pour y t = se réduit à ac m+ *, c'est donc 
nécessairement ty k . Nous concluons de là que, pour trouver les 
n intégrales ^ 4 , <}>,, ...> <!>„ qui satisfont au système (21) et aux condi- 
tions énoncées, il suffira de chercher n intégrales de l'équation unique 
Y, (f) = se réduisant respectivement à a? m+ i, x w+ „ ..., # m+w pour 
i/ I =0. Ceci revient à dire qu'il suffira d'intégrer l'équation Y, (/")=() 
ou, ce qui revient au même, le système d'équations différentielles 
suivant : 

d V\ d Vt _ d JU __ dx m+ l _ _ dx^+t 

1 '" "0 ~ c\ ci 
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Ce système admet les (m — 1) intégrales évidentes 

par suite, il suffira d'intégrer le système 

dy i dx M +i dx m +» 

1 _ c\ d ' 

où on considérera y È7 t/ 3 , ..., y m comme des paramètres. Donc, on 
peut énoncer la proposition suivante : 

L'intégration d'un système complet de m équations, à (m 4- n) 
variables indépendantes, se ramène à l'intégration d'un système 
de n équations différentielles du premier ordre. 

Remarque. — On peut vérifier directement que les n intégrales 
<W> ^i» •••> ^n de l'équation Y t (f) = 0, qui se réduisent respective- 
ment à x m +,, ..., x m +» pour y i = 0, satisfont aux (m — 4) équa- 
tions Y, (f) = 0, ..., Y m (f) = 0. 

D'une manière générale, soit 

Y,(fl = 0, ..., Y M (/0 = O 
un système jacobien de m équations. On a identiquement 

Y*(Y t (fl) = Y t (Y ( (/)); 

si on remplace /"par une intégrale quelconque 9 de l'équation Y 4 (/*) 
= 0, la relation précédente se réduit à 

Y* (Y t (*))=•(>, 

de sorte que Y* (9) sera aussi une intégrale de la même équation. 
Cela posé, l'intégrale à k de Y t (f) = qui se réduit à # m+ * pour 
y x = est de la forme 

P t . désignant une fonction holomorphe de y v ..., y m , x m +i, ..., x m+n 
dans le voisinage des valeurs 0, j s , ..., a M4 , x£ +l , ..., x£+„. D'après 
ce que nous venons de dire, Y; (6*) sera aussi une intégrale de l'équa- 
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lion Y t {f) = 0. D'ailleurs on a 

Y, Ofc) = Y, (x m + k ) + tfl Y, (P,) 4- P,Y, (yO, (i = 2, 3, ..., m), 

et comme 

Y.(j/,) = 0, 
Y i fe) = ci4-y,Y,(P i ). 

Puisque cj contient en facteur y t , comme nous l'avons fait remar- 
quer plus haut, on a donc 

Y,- OK) = */,<}* 

Qi. désignant une fonction holomorphe; Y t . (ty L ) est alors une intégrale 
régulière de l'équation Y t (f) = qui s'annule pour y x = 0. D'autre 
pari, l'équation Y t (f) = admet l'intégrale évidente f=0 satisfai- 
sant à la condition précédente; comme, d'après le théorème de 
Cauchy, cette équation ne peut admettre qu'une seule intégrale 
holomorphe s'annulant pour y t = 0, on a nécessairement 

' Yi(+*y=0, (t = a,3,...,m), . 

ce qui démontre le théorème. 

31. Pratiquement, voici comment il faudra appliquer la méthode 
de Mayer. On commencera par intégrer le système 

/00 x dy t .daCm+i dx m + H 

{a) —- — —, y 

où on considère y 2 , y s9 ..., y m comme des paramètres; soient /\, f tn 
..., f u n intégrales distinctes quelconques de ce système. Les fonctions 



2/î, — , !/«.> <W, •••> 



*., 



forment (m -4- n — 1) inlégrales distinctes de l'équation Y t (/) = 0. 
Par suite toute autre intégrale de cette équation pourra s'exprimer 
au moyen des précédentes et on devra avoir des relations de la forme 

fi (tfi* V» -, 2/*> a«+i, -, *»+») = F, (y„ ..., y„ <J/ t , ..., +.), 
(t = l,2, ...,n). 

Pour avoir les intégrales «j^, ..., <1> B , il suffira de connaître la fprme 
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des fonctions F g ; or, pour y x = 0, on a, par hypothèse, 
donc, on doit avoir identiquement 

fi (0> Vt> "•> !/m> Xm + l, ..., Xn + n) = F< (l/ f , ..., 1/ m , ÛC m + 1 , ..., »«, + ,). 

Cette identité nous détermine la fonction F, et on a donc 

f« (y„ y„ ..., y™, ♦„ <!>„ ..., *„) = f t (o, y„ ..., »., <ji t , $ t , ..., <>„). 

On en conclut qu'étant donnée une intégrale quelconque de l'équa- 
tion Y t (f) = 0, pour l'exprimer au moyen de 

2/t> •••> tf»> <W> -•> *»> 

il suffit d'y remplacer y, par 0, et x m + u ..., x m + n par ^, ..., 0. 
respectivement. 

Par conséquent, pour trouver les intégrales <|* p <!/,, ..., tj/ w , il suf- 
fira, après avoir trouvé les n intégrales /,, /j, ..., /,, de résoudre les 
n relations 

/i = fi (0, 2/„ ..., »., *t, <!>„ -., 40 

par rapport à à i7 <{/„ ..., <Ji.. 
Exemple. — Soit à intégrer le système ( ! ) 

Si on forme 

x,[x.(/)]-x.[x.</)], 

on trouve que cette quantité n'est pas identiquement nulle. En 
l'égalant à 0, on obtient une nouvelle équation 

*,¥ + £- = <>. 

âx k ax % 



(*) Imschcnctsky, Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
p. 138. 
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Cette équation, jointe aux précédentes, permet de remplacer le 
système (À) (§ 24) par le système équivalent 

\ dx $ i dx k 

qui est un système jacobien, comme il est aisé de le vérifier. Les 
coefficients étant holomopphes au voisinage de 

5C« — % * " " *^J ~""" *^4 *■ ** v, 

nous ferons, pour intégrer, lé changement de variables suivant : 
x i z=y i , x, = y 1 j/„ x, = y t y,. 

Il suffit de calculer l'équation qui donne -r-^- dans le nouveau 
système; on trouve 

Y, (f) = ^ + ^ (ây.y, + 3y\ + y iy \) = 0. 

Il faut donc intégrer l'équation 

dt/t dx± 



dont l'intégrale générale est 

Nous avons immédiatement l'intégrale <{; qui, pour i/ t = 0, se 
réduit à x k . En remontant aux anciennes variables, nous voyons que 
le système (A) admet l'intégrale 

9 = x k — x t x, — x» — { xj, 

qui pour x i = a?, = x à = se réduit à ac v . Soit /"(a?) une fonction 
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quelconque donnée à l'avance; le système (A) admettra l'intégrale 

/ \ x k x i x l x\ -, X t ) 

qui, pour x t = x t = x t = se réduit à f (x 4 ), et on aura ainsi 
l'intégrale générale de ce système. 

32. Dans certaines questions, il arrive qu'on n'a pas besoin de 
l'intégrale générale d'un système complet, mais seulement d'une 
intégrale particulière. Mayer a montré que la connaissance d'une 
seule intégrale du système d'équations différentielles (22) permet 
de trouver au moins une intégrale du système (24) et, par suite, du 
système (17). Soit, en effet, f (y t9 t/„ ..., y M , a? m +„ ..., x,„+„) une 
intégrale du système (22) et ^,, ù,, ..., 6„ le système fondamental 
d'intégrales de (21), on aura, comme on l'a vu plus haut, 

Résolvons cette relation par rapport à <Ji t , 

<W = &i 0/i> 2/îj — > Vm> *«+!> •••> #«+»> *i> — > ♦»)• 

Si +„ ..., •]/„ ne figurent pas dans 0„ on aura une intégrale; si <!>,, 
..., •]/„ figurent dans 0,, écrivons que ^ satisfait à l'équation Y k (f) 
= 0, en tenant compte que & 8 , »!>,, ..., 6 n y satisfont aussi. On aura 

Y. <fc) = ^ T 4 (y,) + ... + ^L. Yl . (aw + .) = 0, 

fe étant un des nombres 1, 2, ..., m. Si le second membre d'une de 
ces relations n'est pas identiquement nul, il devra contenir effective- 
ment une des quantités <j/„ ..., ù B , car sans cela il y aurait une rela- 
tion entre les variables indépendantes y v ..., y m , # m+l , ..., x m + n , ce 
qui est impossible. Supposons, par exemple, qu'elle contienne <J/„ 
et résolvons-la par rapport à +„ nous en tirerons 

et on devra avoir 

Y * <**> = ^7 Y * < y <> + - + ,77^ Y * <*-+■> = °' 
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Si le second membre n'est pas nul identiquement, on pourrs, 
résoudre, par exemple, par rapport à <{/„ et ainsi de suite; si on peut 
continuer, on arrivera finalement à une équation qui donnera <|/ n et, 
par suite, en remontant, on aura <j/ 1? t{> s , ..., ^„, c'est-à-dire qu'on 
aura non seulement une intégrale, mais toutes les intégrales du 
système (21). On ne pourra être arrêté dans ces opérations que si on 
trouve une expression 

telle que toutes les quantités 

(4 = 1, 2,..., m), 

soient identiquement nulles. Mais, dans ce cas, il suffira de rempla- 
cer dans % - les quantités <fy +I , <J/ i+ „ ..., ty n par des constantes arbi- 
traires pour avoir une intégrale. 

33. Supposons qu'on connaisse \l intégrales tt t , u 2 , ..., tip d'un 
système complet; faisons un changement de variables en prenant 
pour nouvelles variables u â , u %9 ..., % et (m + n — ja) fonctions 
wji+i, ..., «i +IM _uL, formant avec les précédentes un système de fonc- 
tions indépendantes. Le nouveau système ne contiendra aucune des 

dérivées - — > - — > •••? - — puisqu'il devra admettre les u intégrales 
du k du % ôuu. r ^ 

w t , «,, ..., ttjt. On pourra donc considérer ce nouveau système 

comme un système de m équations à (m -+- n — \j) variables où 

u v t* r ..., tt^ seront des paramètres arbitraires. Il suffira, alors, 

pour terminer l'intégration du système, d'intégrer un système de 

(n — |a) équations différentielles du premier ordre ou, si Von veut 

seulement une intégrale de plus, de trouver une intégrale de ce 

système. 

Étant donné un système de n équations différentielles du premier 

ordre, appelons opération d'ordre n la recherche d'une intégrale 

première de ce" système. Nous pourrons exprimer les résultats 

obtenus sous la forme abrégée suivante : La recherche de l'intégrale 

générale d'un système complet de m équations à (m -h n) variables 

il. Leçons. "> 
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indépendantes exige que Ton fasse successivement des opérations 
d'ordre n % n — 1, ..., 2, 1. La recherche d'une seule intégrale 
exige une opération d'ordre n. Enfin, quand on connaît jx intégrales, 
la recherche d'une nouvelle intégrale exige une opération d'or- 
dre (n — n). 

34. La méthode de Mayer, que nous venons d'exposer, est certai- 
nement la plus simple de toutes les méthodes d'intégration des 
systèmes jacobiens; cependant nous ferons connaître encore la 
méthode employée par Jacobi pour trouver une intégrale d'un 
système jacobien. 

Considérons le système jacobien 

™ Sx i (n=^- + 6', J ^- + ... + bi^=o, 

(17) < dx { àx M+l àXn+t 

{ (t = 1,2, ...,m), 

et, en particulier, l'équation 

x,(rt = o. 

Nous connaissons déjà (m — 1) intégrales évidentes de cette équation, 
à savoir : x t , #„ ..., x m . Supposons que nous ayons déterminé une 
autre intégrale <? r D'après ce que nous avons vu, la fonction 
ç, = X, (çj sera aussi une intégrale de l'équation X f (/) = 0; il 
en sera de même de ç, = X, (© s ) et ainsi de suite; en posant, d'une 
manière générale, 

Çi = X t (?i-i)> 

nous formerons une suite de fonctions ç t , ç,, ..., ç<, ... qui seront 
toutes des intégrales de l'équation X t (f) = 0. D'ailleurs, comme 
l'équation X i (f) = n'a que (m -h n — 4) intégrales distinctes, il 
devra nécessairement arriver, en continuant de la sorte, que Ton 
trouve une intégrale non distincte des précédentes. Supposons que 
cela arrive après i opérations, de telle sorte que l'on ait 

<?< + i = II (<p t , ?„ ..., «p { , x t9 ..., x m ) 9 (i < n). 

Cherchons alors à déterminer une fonction 
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satisfaisant à l'équation X t (f) = : on devra avoir 

c'est-à-dire 

(23) — - f f + — - ? , h- ... + f ; + — n + — = 0, 

dç t Tï df t ■ d©i_i d^ àx t t 

et on sera ramené à trouver une intégrale du système d'équations 
différentielles 

?i fi 9i II 4 — 

qui peut lui-même être remplacé par l'équation unique 

Soit <ji f = C une intégrale de ce système; ^ t sera une intégrale de 
l'équation (23) et, par suite, des dçux équations X t (f) = 0, 
X,(O=0. 
On formera ensuite une suite de fonctions 

♦l> *t» •••> ♦<» •••> où <W = x i 0W-i)> 
qui seront toutes des intégrales du système 

X,(fl = 0, X t tf) = 0, 

et comme ce système n'admet que m -h n — 2 intégrales distinctes, 
on arrivera à une fonction d>; telle que 

fc+i = * (^p <k, ..., <W, x„ ar M ..., #,„), (t < n). 

Cherchons de môme à déterminer une fonction 

G Wn <>i> —» <to» x 3> — > *«•) 

satisfaisant à l'équation X a (/) = 0; nous voyons que 6 doit satisfaire 
à l'équation 

de , de , de .de n 

d^ t YS d^.i àéi dx t 
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dont l'intégration se ramène à celle de l'équation différentielle 

do? 1 , \ ri ' dx % 9 dx'f- 1 " ' m ) 

Une intégrale cr 1 de l'équation en sera une intégrale commune aux 
trois équations 

x t (/o = o, x,y) = o, X. (/•) = (>, 

et, en continuant de la sorte, on trouvera évidemment une intégrale 
du système jacobien. 

Remarque I. — Si la dernière équation que Ton trouve dépend 
de (n + 1) variables, il suffira de l'intégrer complètement pour avoir 
toutes les intégrales du système jacobien. 

Remarque II. — La méthode générale peut dans certains cas se 
simplifier. Supposons que dans la suite des opérations on ait trouvé 
une intégrale c des équations 

X l (f) = 0, x t (f) = o, ..., x^.o^o. 

Si X a (9) = 0, cette intégrale satisfait aussi à l'équation X a (/) = 0. 
Si Xa (9) = m y m étant une constante, 9 — m x x sera une intégrale 
commune aux équations 

X t (/>) = <), ..., X a (/) = 0, 

car elle satisfait aux (a — 1) premières et on a 

X* (9 — mx x ) = X a (9) — m = 0. 

Plus généralement, si on a 

X, (?) = F (9, X'a, X'a + i, ..., 0; m ), 

cherchons à déterminer une fonction 

0(o, X a , ..., X m ) 9 

qui satisfait toujours aux (a — 1) premières équations, de façon à 
vérifier X a (f) = 0. On devra avoir 

0o ' dx x 
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c'est-à-dire 

oy ax x 

et, pour trouver une intégrale de X a (f)' = 0, on est ramené à 
intégrer l'équation différentielle du premier ordre 

d ° — dx 

En particulier, si F ne dépend que de ç, on a l'intégrale générale par 
une quadrature 

c =fffo~ Xm ' 

Exercioes. 
Intégrer l es systèmes suivants, où on a posé 

4° { 2x l x\p l -h x\x k p k ■+• x\x z pi = 0, 

2x t p t — a\p 4 -*• x 5 p B =0, 

x.acîp» + x r T 3 aj,p k 4- x&xtf, = 0. 

(Collet.) 

2° ' (a?* — *5) p< — (jp t x a — «,»,) p, + (a?,», — ap t »j P» = 0, 

(*ï — *î) Pi + (*!«! — *i x ») *• + (^i*»— *!**) P* = °" 

(Collet.) 

3° ac 1 p 1 — x 2 p s + ac,p, — x x p % = 0, 

*iPi + **Pi — *iP» — *tP% = °- 

(Collet.) 

4° 2x 8 p 4 -I- a?îp a = 0, 

xjpj — 2* tt p t H- (x\x, — 2* a ) p a — 2x t x k p k = 0. 

(GnAïNDoncE.) 
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CHAPITRE III 



Équations linéaires aux différentielles totales. 

35. Toute équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre 
est équivalente, comme on Ta vu, à un certain système d'équations 
différentielles ordinaires. A tout système complet on peut de même 
rattacher un système d'équations linéaires aux différentielles totales. 

Considérons le système d'équations aux différentielles totales 

/ dx m + x = h\ dx t -h b] dx t -+• ... -+• &? dx my 
ajv \ dx m +, = b\ dx t -f- b* dx % 4- ... + 6? dx, a > 

dx m + n = b* dx x -h fc,î dx s + ... + fc? dx m , 



{ 



où on regarde x l9 ..., x m comme des variables indépendantes, x m + \> 
. .,, x m + H comme des fonctions de ces variables, et où les coeffi- 
cients bj' sont des fonctions quelconques de x l9 ..., x m + n . Ce système 
est évidemment équivalent au système d'équations aux dérivées 
partielles suivant : 

àx m + t dx m + j ^m + l Jm 

~à^- bn ~^r *' ~"' dx m ~ b " 

dXm + t , t dXm + t , f dx m + 9 

ox m + n _ ox m + H ox m + H 

Cherchons les conditions pour que le système (1) admette un système 
d'intégrales où les valeurs initiales de toutes les variables puissent 
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être prises arbitrairement. Il est d'abord aisé de trouver des conditions 
nécessaires; en effet, des équations (2) on déduit 

d*x m+h dbi db\ dXn+x dbi àx m + n 

H : ; -r 



dx t dx k dx k dx m +x àx k dx m + n dx k 

c'est-à-dire, en tenant compte des équations (2), 

à'x m+h dbi db\ _. àbi tl 

dXfdxt àx k dx*+ l dx m + n 

et, en posant 



dxidx k 
On trouverait de même 

dx k dXi 



âx k dx m+l u dx a 

m + h =X k (bi). 



= M&»i 



et, par suite, tout système satisfaisant aux équations (1) ou (2) doit 
satisfaire aux relations 

(3) X,(«) = X,(«) > * IX». -.-"'' 

qui expriment que 

d'à?».».» ^'asm+t 

Pour que Ton puisse prendre arbitrairement les valeurs initiales 
de toutes les variables, il faut que ces conditions (3) soient vérifiées 
identiquement, car sans cela elles donneraient des relations entre 
les valeurs initiales. Les conditions (3) sont donc nécessaires; nous 
allons montrer qu'elles sont suffisantes. Une démonstration directe 
de ce théorème a été donnée par M. Bouquet (*). Nous le déduirons de 
la théorie des systèmes complets. Les conditions (3) expriment préci- 
sément que le système d'équations aux dérivées partielles 

(4) X,(/) = 0, (t = 1, 2, ...,m), 

(i) Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. III, 1" série, p. 265; 1372. 
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est un système jacobien (§ 26). Le système (4) admet donc n inté- 
grales distinctes f t > f v ..., f n et les* équations 

(5) /i = C p f % = C t , ..., f u = C, 

définissent x M+ i, x m+t , ..., a: in+n en fonction de x v x ±9 ..., x m et 
des n constantes arbitraires C p C„ ..., C„ puisque, comme nous 
l'avons vu (§ 27), /i, /*,, ..., f n sont encore distinctes si on les consi- 
dère comme des fonctions des seules variables a? m+ i, ..., x m+n . Soient 

Xm+i = <?.• fo, ..., a?m 5 C t , ..., C a ), (i = 1, 2, ..., n) 

ces fonctions : je dis qu'elles satisfont aux équations (1). En effet, 
puisqu'elles vérifient les équations (5), on a 



(6) 



%è dx « + - + j!r- dx -+' = °> 

U*L i VJ'M + n 

-£ dx, -f- ... -4- — £- dx m+n = 0, 
cfx l ox m + n 



et il faut vérifier que si on tire de ces équations dx m +i, ..., dx m + n , 
les formules obtenues sont identiques aux formules (4). Au lieu 
d'opérer ainsi, nous montrerons, ce Çui revient au même, que si on 
porte dans les équations (6) les valeurs dédx m +i, ..., dx m+n données 
par les équations (4), elles sont vérifiées. D'une manière générale, si 
dans la différentielle totale d<ï> d'une fonction quelconque <f> on rem- 
place dx m+ i y :.., dx m + H par les valeurs (4), on trouve pour résultat 

d® = X t (<I>) dx t + X, (<D) dx> -f- ... + X m (<ï>) dx n . 

La substitution dans les premiers membres des équations (6) 
donnera donc 0, puisque f l9 ..., f n sont des intégrales du système (4). 
Comme les équations (5) contiennent n constantes arbitraires, on 
pourra choisir les valeurs de ces n constantes de façon que #„+!, 
2Wi» •••> #«+» prennent des valeurs données à l'avance a£ +l , 
..., xOt+n pour x i = x\ y ..., x m *=. X&. Les conditions (3) sont donc 
suffisantes, et le système (4) est dit, alors, complètement intégràble. 

Pour donner à la proposition précédente la forme précise sous laquelle 
elle a été énoncée par M. Bouquet, il suffit de particulariser les inté- 
grales f v f tJ ..., f n . Nous savons, en effet, que le système jacobien (4) 
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admet n intégrales holomorphes ç n ç„ ..., o n qui, pour x 4 = xj, 
aîj = aej, ..., x m = a?£, se réduisent respectivement à x m +i 9 aw,, 
..., sc w+J », à condition que les coefficients foj 5 soient holomorphes au 
voisinage du point xj, ..., #£, a£ + i, ..., x£ + ». Si nous considérons 
les intégrales du système (4) définies par les équations 

nous sommes conduits à la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné le système d'équations aux diffé- 
rentielles totales (4), où les coefficients bf satisfont identiquement 
aux relations (3) et sont holomorphes au voisinage du point ccj, 
..., x«, acj+i, ..., x£+,; ii existe un système de fonctions x w+1 , 
x m4 . f , ..., #»+» des variables indépendantes x v se,, ..., ac w , et un 
seul, satisfaisant au système (4), holomorphes au voisinage du 
point x\ 9 scj, ..., x^ et prenant respectivement les valeurs x!, +l9 
xl+t, ..., œ£ +ll jiottr 

/y» ■ ■ fï»to /y» — — /*»0 /y» _-. /y»* 

*^| — - •A'n «*j — U'j, ...5 »*/ m — Om* 

L'intégration du système (4) se ramène donc à celle du système 
jacobien (4). Réciproquement si on a intégré le système (4) on aura 
immédiatement l'intégrale générale du système (4). Soient, en effet, 

/i = Ci> fi == C t > ..., f n = G n 

les relations qui donnent l'intégrale générale du système (1), je dis 
que fi est une intégrale du système (4). En effet, on a df { = pour 
tous les systèmes d'intégrales des équations (4), et, par suite, 

X, (/;•) d.r t + ... + X. (fi) <te m = 0. 

Comme x ti x 9 , ..., x m sont des variables indépendantes, on en 
conclut que 

x t (A) = o, ..., X.(fl) = 0, 

pour tous les systèmes d'intégrales des équations (4), et, puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables, 
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il faut nécessairement que les relations 

X*(/1) = 
aient lieu identiquement. 

36. Tout ce qui précède nous montre que l'intégration du système 
complètement intégrable (1) et celle du système jacobien (4) sont 
deux problèmes équivalents. Si f est une intégrale du système (4), 
f = C est une intégrale du système (1) et réciproquement. La théorie 
de l'intégration des systèmes jacobiens doit donc pouvoir se déduire 
de celle des systèmes complètement intégrables. C'est ainsi, en effet, 
que Mayer est parvenu à la méthode d'intégration des systèmes 
jacobiens que nous avons exposée plus haut. Nous allons donner 
rapidement la théorie de l'intégration des systèmes complètement 
intégrables. 

Considérons le système 

âx m+x dx m +, dx m + n * 

ax i ax i ôx x 

tiré du système (4). Imaginons qu'on ait intégré ces équations en les 
considérant comme formant un système d'équations différentielles 
ordinaires par rapport à x i9 où a?,, #,, ..., x m désignent des para- 
mètres arbitraires, et soit 

( ?1 \ X l* X 99 •••> X m) #ro + l> •••> &m + n) = «p 

(8) -•• 

( ?n \ x w X V '•"> X mi x m+l> •*•> #w4-») *»J 

l'intégrale générale de ce système, où on doit considérer a t , ...,«„ 
comme des constantes par rapport à x { , c'est-à-dire comme des fonc- 
tions de x„ ..., x n . Remarquons que ? t , ç,, ..., o n sont n intégrales 
de X t (f) = 0. Faisons un changement de variables et remplaçons 
les inconnues awi, #*+*> —, ^m+« par a p <x t , ..., a n . On aura 

dit = X t fa) dx x -f- X 2 (a,) dx t +...+X,, (a,) dx m ; 

d'ailleurs, o { étant une intégrale de (7), on a 

X 1 («,) = 0. 
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Le système (1) est donc remplacé par le système 

( da t = X t (<x t ) dx % + ... + X^ (a t ) dx m7 

(9) 

( dd n = X, (a,) dx t + ... + X,, (a n ) dx m . 

Mais, 91 étant une intégrale de l'équation X, (f) = 0, il en sera de 
même de X, (<?<). En d'autres termes, si dans X, (©,) on remplace 
x m+ i, ..* y x m + n par leurs valeurs tirées des équations (8), le résultat 
sera indépendant de x r Les coefficients du système (9) sont donc 
indépendants de x i et nous avons, par ce changement de variables, 
substitué au système (1) un système de même forme, mais où le 
nombre des variables indépendantes est diminué d'une unité. 
D'ailleurs, il est évident, d'après ce que nous savons sur les systèmes 
complets, que le système (9) sera encore complètement intégrable, 
ce qu'on peut d'ailleurs établir directement; on pourra donc le traiter 
comme le système (1), et en continuant de la sorte on arrivera finale- 
ment à trouver l'intégrale générale du système (1). On aura à inté- 
grer successivement m systèmes de n équations différentielles du 
premier ordre. 

Au lieu de prendre des constantes quelconques a 4 , a„ ..., a*, 
supposons, avec Mayer, qu'on ait mis l'intégrale générale du sys- 
tème (7) sous la forme 

( X^+x = x m + l + (x f — x\) <J/ p 

(10) 

( atf,+» = x m + H -*- (x t — ccj) <b ny 

sc£ + i, ..., xi** désignant les valeurs initiales qui correspondent à 
une valeur donnée x° x de x x et, conformément à ce que nous venons 
de dire, remplaçons x ro+ i, # m+î , ..., x m + n par les nouvelles incon- 
nues cci + i, #£+!, ..., #£+», qui ne doivent dépendre que de #,, 
...,cc w ; on aura 

dxi +l = dx n+l + à t dx t + (x t — ce?) dù l7 
et, par suite, en remplaçant dx m +i par son expression tirée de (1) 
dx£+i = b\ dx % + b\ dx z -f- ... +• b™ dx m 4- (x t — œj) [A, dx t -f- . ..]. 
Le coefficient de dx t dans le second membre est nul, comme nous 
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savons; de plus, si on fait le changement de variables (10), les coeffi- 
cients du second membre dans les nouvelles équations doivent être 
indépendants de x t . Ce second membre ne changera donc pas si 
nous faisons x t =; xj et comme, pour x % = xj, x w+ i, ..., x m +. 
deviennent égaux à x£ + i, ..., x,ï +H , on en conclut que, par le chan- 
gement de variables (10), les équations (1) sont remplacées par les 
équations 

dxUi = (&î). dx % + (b\\ dx % + ... h- (b% dx my 

(11) { dxi+a = ^° dx * + ••" + ^° ^'" , 

dxi +> . = (6J) dx f + ... 4-(iC) dx w , 

où (bf) représente le résultat de la substitution de xj, x£+i, ..., x£ + , 
à x t , x m+ i, ..., x ffl+ll dans bî. Le système (11) peut être écrit sans qu'on 
ait intégré les équations (7), et on reconnaît aussitôt que les condi- 
tions d'intégrabilité sont vérifiées pour ces nouvelles équations. 

Le système (11) s'intègre immédiatement danp le cas particulier 
où toutes les quantités (6J% sont nulles. Son intégrale générale est 
évidemment 

xUi = C„ ..., xi +B = C R , 

C p Cj, ..., C A étant des constantes arbitraires, et, alors, l'intégrale 
générale du système (1) est donnée par les formules (10) où x£ +1 , 
..., Xm +r désignent des constantes absolues. Or, on peut toujours, 
par un changement de variables convenable, ramener le cas général 
à ce cas particulier. Il suffît, pour cela, de faire au préalable le chan- 
gement de variables 



r> 



x x = x\+ y„ x t = x\ + y â y t , ..., x m = xi + y t y mJ 

on aura alors 

( dx { = dy tJ 

( dx t = y t dy t + y f dy„ . ..., dx M = y t dy m 4- y m dy r 

Ces formules nous montrent que tous les coefficients de dy„ dj/ a , 
... y dy m dans le nouveau système contiennent un facteur y t et, par 
conséquent, s'annulent pour y t = 0. En résumé, l'intégration du 
système (1) se ramène à l'intégration d'un système unique de 
n équations différentielles du premier ordre. 
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L'application de cette proposition au système jacobien (4) conduit 
aux mêmes calculs que la méthode développée plus haut. 

37. Considérons comme exemple l'équation 
(12) ' P dx + Q dy -f- R dz = 0. 

Elle est équivalente au système 

dx~~ R' dy~ ÎÏ" 

Écrivons que ce système est complètement intégrable, nous devons 
avoir 

ày\îî) + \ R/d~z\ R/ = à^\ R/ + \ R/5i\ R/ 

Cette condition développée donne 

Supposons cette condition vérifiée identiquement : pour intégrer 
par la méthode de Mayer, nous poserons 

x = x -h t, y = y + tu. 

L'équation devient 

(P) dt + (Q) [tdu + u dt] + (R) dz = 0, 
ou 

[(P) + (Q) u]dt + t (Q) du 4- (R) dz = 0, 

en désignant par (P), (Q), (R) ce que deviennent P, Q, R quand on 
remplace les variables x et y par les valeurs précédentes. Il nous 
faudra alors chercher l'intégrale de l'équation 

(R)jjf + (P) + (Q)u = 0, 

qui pour t = se réduit à z . Soit 

F (z, a, t, s t ) = 
l'équation qui donne cette intégrale; l'équation qui donnera Tinté- 
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grale générale de (12) sera 



(**-*'SdH=* 



z désignant une constante arbitraire. 

L'intégration de l'équation (42) est susceptible d'une interpré- 
tation géométrique. Soit f(x, t/, z) = G l'intégrale générale de cette 
équation, elle représente une famille de surfaces S que nous appelle- 
rons surfaces intégrales. Par tout point # , y QJ z de l'espace passe 
une surface intégrale 

f(x,y,z) = f(x ,y„z ), 

et le plan tangent en un point quelconque x> y, z de chacune de ces 
surfaces a évidemment pour équation 

(44) P (X — a) + Q (Y — y) + R (Z - *) = 0. 

La recherche de la fonction f est donc équivalente au problème 
suivant de géométrie : 

A chaque point M de V espace on fait correspondre un plan II 
passant par ce point; déterminer une famille de surfaces telle 
que celle de ces surfaces qui passe au point M soit tangente au 
plan IL 

Nous pouvons conclure de ce qui précède que ce problème n'est 
pas toujours possible. Il est aisé de rattacher ce fait à la théorie, des 
caractéristiques; nous retrouverons ainsi la condition d'intégrabilité. 
Faire correspondre à tout point de l'espace un plan passant par ce 
point, cela revient à se donner les cosinus directeurs A, B, G; 
A,, B t , C 19 de deux droites passant par ce point. S'il existe une 
famille de surfaces S 

f{x,y, z) = C 9 

tangentes en chacun de leurs points au plan correspondant, la fonc- 
tion f devra satisfaire aux deux équations 

u/ dx dy âz 

v ' ' l àx * dy *dz 
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qui expriment que le plan tangent contient les deux droites de para-* 
mètres A, B, C, et A t , B n C t . Soit S une surface intégrale commune 
i\ ces deux équations; comme f satisfait à l'équation X (/) = 0, 
S pourra être engendrée par une famille de courbes (C) vérifiant les 
équations 

,^v dx dy dz 

(G) T = B = C" 

(voir § 20). De même, elle pourra être engendrée par une autre 
famille de courbes (D) satisfaisant aux équations 

dx_dy_dz 

Soit alors M un point quelconque de l'espace, (C) et (D) les deux 
courbes de ces deux familles qui passent en M ; ces deux courbes 
devront être situées tout entières sur la surface S qui passe en M. 
Parles divers points M F , M% ..., de (C) passent des courbes (D'), 
(D"), ... qui engendrent une surface S'; de même, par les divers 
points m', m", ... de (D) passent des courbes (C), (C), ..., qui 
engendrent une surface S'. Les deux surfaces S' et S" devraient être 
confondues avec S. Il faudrait pour cela que toutes les courbes telles 
que (D'), (D"), ..., rencontrent chacune des courbes (C), (C f ), ..., ce 
qui n'aura évidemment pas lieu en général. 

Pour achever les calculs, nous supposerons, ce qui est toujours 
permis, qu'on ait ramené les deux équations aux dérivées partielles 
à la forme 

Dans ce cas les courbes (C), qui satisfont au système 

dx dy dz 

T~~7T"~T' 

sont planes et situées dans des plans y = y parallèles au plan 
des xz. De même les courbes (D) sont aussi des courbes planes 
situées dans des plans parallèles au plan desyz. 
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Soit M un point de l'espace de coordonnées ac, t/, z 7 considérons 
les deux courbes (C) et (D) qui passent en M. Soit N un point voisin 
de M pris sur la courbe (C), de coordonnées 

puis, soit P un point voisin de N et pris sur la courbe (l)') passant 
par N. Ses coordonnées seront 

x -+- Ax, y h- Ay, Z. 




D'autre part, considérons le point N' de (D) doul l'ordonnée est 
y + A y, il aura pour coordonnées 

Xy îZ + Ay, z t ; 

puis le point P' situé sur la courbe (C) qui passe par N'j dunt 
l'abcisse est x -f- Ace, ses coordonnées seront 

x -f- Ax, y 4- ly, Z'. 

Pour que les deux courbes (C) et (D') se rencontrent, il faut et il 
suffit que les deux points P et P' soient confondus, c'est-à-dire que 

Z — Z'. 
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D'une manière plus générale, soit * une fonction quelconque des trois 
variables x, y, z et désignons par <!>* la valeur de cette fonction pour 
les coordonnées (x, y, z) d'un point quelconque M. Il faudra que l'on 
ait identiquement 

Calculons 4> P et 4v; un calcul facile nous donne d'abord, en remar- 
quant que, le long de la courbe C, dy = 0, dz = A dx, 

«ii=*.+~X(«,) + ^ , X(X(^)) + ... + ï: |îLxi'(* ll ) + ..., 

X» (f ) désignant le résultat de l'opération X (f) appliquée p fois. On 
trouve de même 

*, = *, + ^ Y (*,) + ... + - 2 Ay " Y* (*.) + ... 

et, par suite, 

*r=*« + y X(*«)+y Y(*,,)+^|*X»(*.)+AyAa ; Y(X(* ll )) 

+ rC Y*(*k) + ... + -. [\y Y(W + A*X(*.)]' + ..., 

en employant la notation symbolique 

[Ay Y (0 + Ax X (/)]'= At/Y'^) + \ AîT"' Ax Y»-» (X (/)) + .... 

On aura, d'une manière analogue, 

* P , = *„ + ^X (*») + ^Y(*.) +^Y« (* M ) + Ax Aj/X (Y(*«)) 

+ T^ x ' (*«) + ».+ * [Ax X (*„) + Ay Y (*„)]*' + ..., 
d'où 
*„ - * P = Ax Aj/ | X (Y (*„)) - Y (X (*«)) 1 + ... 

+ i{ [A Je X(*,) + A,Y(*» , )]''-[A > Y(*H)+ A x X(*k)]'1 + .... 

Pour que cette différence soit nulle, quels que soient les accroisse- 

G. Lecoxn. 6 
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ments Ax et Ay, il faut d'abord que l'on ait 

X (Y (* m )) - Y (X (* M )) = 

identiquement, car, si on regarde Ax et A y comme infiniment petits 
du premier ordre, le second membre ne contiendra qu'un seul ternie 
du second ordre; il faut donc que le système des équations X (f) =0 y 
Y (/") = soit jacobien. Cette condition nécessaire est d'ailleurs 
suffisante, car elle exprime qu'on peut intervertir les deux opérations 
X ( ) et Y ( ) sansaltérer le résultat final et, par suite, que l'on a 
toujours identiquement 

X«YP(*) = YPX*<*);- 
la différence <I> P » — 4> P qui est une somme d'expressions de la forme 

Ax* At/ P [> Y* (<I>) — Y p X* (<!>)] 
est donc identiquement nulle. 

38. Tout ceci peut être étendu, en employant le langage hypergéo. 
métrique, aux systèmes complets à un nombre n de variables. Nous 
appellerons multiplicité à p dimensions l'ensemble des points dont 
les coordonnées x n x,, ..., x B sont. des fonctions de p paramètres 
indépendants. Une multiplicité à p dimensions sera définie par 
(n — p) relations 

?1 (*v —» *») = 0, -., <>n-p (x„ ..., x n ) = 

entre les coordonnées du point. D'après cela, une courbe est une 
multiplicité à une dimension et une surface une multiplicité à (n — 1) 
dimensions. Si n > 3, on aura en outre des multiplicités à 2, 3, 
..., n — 2 dimensions. 
Considérons alors un système jacobien 

x,(/o = o, ..., x f <f) = o, 

à u variables. Nous savons qu'un tel système admet n — q intégrales 
distinctes ©j, ç,, ..., ç M _ 5 . Nous appellerons multiplicité caractéris- 
tique la multiplicité d'ordre q définie par les équations 

<Pj = Cj, -ç s = C s , ..., ?«-.* = C B _0, 

où C t , C„ ..., C„_ 7 sont des constantes arbitraires. Par chaque point 



Digitized by 



Google 



CH. III. — ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 83 

de l'espace xj, ..., xi passe une telle multiplicité 

et l'espace à n dimensions se trouve ainsi décomposé en oo w -« multi- 
plicités à q dimensions. Considérons la surface intégrale 

f (?p?i> ...,?„-,) = 0, 
et un point xj, a?;, ..., xi de cette surface : on aura 

F(çï, ç ;,..., ç !- f ) = 0, 
ce qui prouve que la multiplicité caractéristique 

qui passe au point xj, x°, ..., x,?, est située tout entière sur la 
surface. Donc, si une surface intégrale passe par un point, elle 
contient la multiplicité caractéristique qui passe par ce point. 
Nous voyons en outre que toute surface intégrale s'obtient en asso- 
ciant suivant une loi arbitraire les multiplicités caractéristiques. 

Un raisonnement tout pareil à celui qui a été fait plus haut 
permet aisément de se rendre compte de l'existence de«ces multipli- 
cités. Prenons, pour fixer les idées, un système complet de trois 
équations 

X,(f) = 0, X,(/) = 0, X,(/-) = 0. 

Par un point quelconque xj, ..., x,? passe une courbe caractéris- 
tique de la première équation X t (/) = (§ 23). De tous les points 
de cette courbe partent des courbes caractéristiques de l'équation 
X, (f) = 0, dont l'ensemble forme une multiplicité à deux dimen- 
sions; de tous les points de celte multiplicité sont issues des courbes 
caractéristiques de X, (f) = 0, et ces nouvelles courbes formeront 
une multiplicité à trois dimensions. Il est clair que toute surface 
intégrale passant parle point xj, ..., xj contiendra la multiplicité 
que nous venons de définir. Cette multiplicité ne doit pas dépendre' 
de l'ordre dans lequel nous prenons les caractéristiques des trois 
équations. En les supposant résolues par rapport à trois dérivées 

partielles -r— » - — * - — > un calcul analogue à celui qui a déjà été 

O X » c7Xa (J X- 



Digitized by 



Google 



Si LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

fait nous donne les relations 

X< (X t (f)) - X* (X, (f)) = 0, (t, k = \, 2, 3), 

comme conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi, et 
tout ceci s'étend évidemment au cas d'un nombre quelconque d'équa- 
tions (*). 

On peut rattacher aux considérations précédentes une question 
de géométrie qui a fait l'objet d'un certain nombre de travaux. 
Étant donnée une famille de surfaces a = f(x, y, z), M. Bouquet a 
remarqué le premier qu'il n'était pas toujours possible de trouver 
deux autres familles de surfaces (î = o (x, y, z), y = à (x, \j y z), 
formant avec la première un système triple orthogonal. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit, comme l'a démontré M. Darboux, que 
f satisfasse à une seule équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre ( 2 ), équation qui a d'abord été calculée par M. Cayley. 

Supposons, en effet, que la famille considérée de surfaces S fasse 
partie d'un système triple orthogonal f= a, ? = g, t|> = y. Soit MN 
la normale à celle des surfaces £> qui passe au point M, MT et MT' 
les axes de l'indicatrice de la surface S au point M. D'après le théo- 
rème de Dupin, l'une des surfaces S' (9 = g) ou S r (à = y), qui 
passent en M, devra être tangente au plan NMT' et l'autre au plan 
M NT; par exemple, S' sera tangente au plan M NT. La famille S 
étant donnée, le plan M NT est bien déterminé dès qu'on se donne le 
point M; pour déterminer la famille S f , il faudra donc trouver une 
famille de surfaces tangentes en chacun de leurs points au plan M NT 
correspondant, ce qui, en général, nous venons de le voir, n'est pas 
possible. Les coefficients de l'équation du plan M NT dépendent évi- # 
déminent des dérivées premières et secondes de la fonction f(x, y, z) 
et, en écrivant la condition d'intégrabilité, il est clair qu'on sera 
conduit à une équation aux dérivées partielles du troisième ordre, 
linéaire par rapport aux dérivées du troisième ordre. 

En prenant de même le plan M NT', il semble qu'on obtiendra 
une nouvelle équation du troisième ordre. En réalité, ces deux 



(i) Pour plus de détails sur ce sujet, voir Sophus Lie, Théorie der Trans format ionagruppen, 
p. 9o et suivantes. 

1*1 Darboux, Sur les surfaces orthogonales (Annales de l'Ecole normale supérieure, i vt série. 
1. 111). 
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équations se réduiront à une seule; cela résulte de la proposition 
suivante : 

Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuellement 
à angle droit, et suivant des lignes de courbure communes, il 
existe nécessairement mie troisième famille de surfaces qui forme 
avec les deux premières un système triple orthogonal (*). 

Exemples. — Intégrer les équations aux différentielles totales : 

1° x % (x, — A) (a? 3 — 1) dx % + a?, (x t — 1) (x t — 4) dx t 

-H a? s (x x — 1) (ac 2 — 1) d# 3 = 0, 

dx t -K— dx* — ^4- dx, = 0, 
1 x t s 2a? 8 



oo 



3° dx t + ^-i- dx % :i — ' dx t — 



xi 



2a? f 



2x l x t 



dx k = 0, 



4° dx. H ; — dx 9 + — : — dx. H — -cotg — dx. 

x t log x t x 3 x i log x % x t X* x 3 



Xt X, 



x t 



V cotg :^dx, = Q. 



x 



(COLLET.) 



5° Étant donné le système complètement intégrable 



dz =p dx •+- q dy y 



dp = (a x p + a t q + a,s) dx + (b x p + b t q + b 3 z) di/, 
\ dq = (^p + b,g + b^z) dx + (c t p + c ± q -+- c 3 s) dt/, 

où a iy b iy c { sont des fonctions des seules variables indépendantes x 
et y; si on connaît trois solutions linéairement distinctes z ti p v q i ; 
z v» Pv Qi'> z %*> P» <Za> l'intégrale générale est de la forme 

z = c^j + c s z 8 -h c 3 * 3 ; j> = c lPl + c sPt + c 3 p 3 , 

^ = G i<Zi + C*<7 S + C 3 <7 3 , 

C n G„ C 3 étant trois constantes arbitraires. 

(Appell.) 



(<) Darboux, Théorie générale des surfaces, t. II, p. 363. 
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CHAPITRE IV 

Équations de forme quelconque. Généralités. Méthode 
de Lagrange et Charpit. 

39. Considérons une famille de surfaces, dépendant de deux 
paramètres a et b, définie par l'équation 

(1) V (x, y, z, a, b) = 0. 

De l'équation (1) on tire, en supposant a et b constants, 

w ( dx dz dy dz 

et l'élimination de a et de b entre les équations (1) et (2) conduit 
en général à une seule relation 

(3) F(*,tf,c f jï,9)=:0, 

qui constitue une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
à laquelle satisfont toutes les surfaces représentées par l'équation (1). 
Lagrange a montré que la connaissance de la fonction V suffit pour 
trouver toutes les intégrales de l'équation (3). En effet, puisque la 
relation (3) est le résultat de l'élimination de a et b entre les équations 
(l)et(2), intégrer cette équation revient à chercher trois fonctions 
c, a et b de x et y satisfaisant aux équations (1) et (2). Or, si on 
différentie l'équation (1) en tenant compte des relations (2), on aura 



(4) 



dVda àjdb__ 

da dx db dx ' 

djda àj_db__ 

da dy db dy ' 
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et le système des équations (1) et (4) sera équivalent au système des 
équations (1) et (2). Nous sommes donc ramenés finalement à trouver 
trois fonctions z, a et b vérifiant les trois équations (1) et (4). On 
peut satisfaire aux équations (4) de plusieurs manières : 

1° En laissant a et b constants ; 'z sera alors donnée par l'équa- 
tion (1) et nous trouvons la famille des surfaces dont nous sommes 
partis. Cette intégrale a reçu de Lagrange le nom d'intégrale 
complète. 

2° En prenant des valeurs de s, a, b satisfaisant à l'équation (1) 
et, en outre, aux relations 

En éliminant a et b entre ces trois équations, on obtient une intégrale 

qui ne contient rien d'arbitraire et qui a été appelée par Lagrange 

intégrale singulière. 

dV dV 
3° Si -r- et -rr- ne sont pas nuls tous les deux, on aura 
âa db r 

D (x, y) 
Il existe alors une relation entre a et b. Supposons qu'elle contienne b, 

b = o(a)i 
on aura une intégrale en éliminant a et b entre les trois équations 

dV à\ 

(5) V = 0, _ + _- ? '(a) = 0, b = o(a), 

où 9 désigne une fonction arbitraire; on obtiendra ainsi une intégrale, 
dépendant d'une fonction arbitraire, que Lagrange appelle intégrale 
générale. 

D'après cela, il semblerait donc qu'il y a trois catégories distinctes 
d'intégrales : les intégrales complètes, les intégrales générales et 
l'intégrale singulière. Il n'en est rien, car il est facile de montrer 
qu'il n'y a pas de différence essentielle enfre l'intégrale complète et 
l'intégrale générale. En effet, d'abord il est clair qu'il y a une infinité 
d'intégrales complètes qui peuvent se déduire de l'intégrale générale. 
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Prenons l'intégrale générale obtenue en posant 

b = © (a, a\ & f ), 

9 étant une fonction donnée dépendant de deux paramètres arbitraires 
a 1 et b' ; cette intégrale sera donnée par une relation de la forme 

V, (a, y, z, a', b') = 

et dépendra, en général, de deux paramètres; ce sera donc une 
intégrale complète. L'ancienne intégrale complète qui correspond aux 
valeurs a , 6 sera maintenant l'intégrale générale qu'on obtiendrait 
en partant de la relation 

Géométriquement, le procédé de Lagrange peut s'énoncer ainsi : 
Parmi les intégrales complètes, on prend une suite simplement infinie 
de surfaces en établissant une relation arbitraire entre a et b 
L'enveloppe de ces surfaces constitue une intégrale générale. Au 
contraire, la solution singulière s'obtient en prenant l'enveloppe de 
toutes les intégrales complètes quand a et b varient de toutes les. 
manières possibles. Il est clair que cette intégrale singulière sera 
l'enveloppe de toutes les autres intégrales, tant générales que 
complètes; elle sera donc la même, quelle que soit l'intégrale 
complète d'où l'on est parti. 

Considérons, comme exemple, l'équation de Clairaut généralisée 

(A) z=px + qy + f(p, q) 9 
qui admet l'intégrale complète 

(B) z = ax -f by + f(a, &), 

formée d'une famille de plans dépendant de deux paramètres. Ce s 
plans enveloppent une certaine surface 2, non développable. Les 
intégrales générales seront des surfaces déveioppables circonscrit e g 
à 2. L'intégrale singulière est la surface S elle-même. Il est alors 
aisé de vérifier que par toute courbe (C) de l'espace passe une 
surface intégrale, car Penf eloppe des plans, passant par les tangentes 
de (C) et tangents à la surface Z, est une surface développable, passant 
par (C), et circonscrite à Z. On peut vérifier aussi sur cette équation 
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qu'il y a une infinité de manières d'obtenir une intégrale complète : 
par exemple, les cylindres circonscrits à 2 ou les cônes circonscrits 
à 2 et dont le sommet est assujetti à rester sur une surface donnée 
sont des intégrales de l'équation (A) dépendant de deux paramètres, 
c'est-à-dire des intégrales complètes. Nous avons ainsi le moyen 
d'intégrer toutes les équations de la forme 

F(p, q,z — px — qy) = o, 

qui expriment une propriété du plan tangent. Comme cas particulier, 
il pourrait arriver que la surface 2 se réduise à une courbe Y; 
l'intégrale singulière disparait, ou plutôt se réduit à la courbe T. 
Enfin, si la courbe r est rejetée à l'infini, l'équation prend la forme 

elle admet pour intégrale complète tous les plans parallèles aux plans 
tangents d'un certain cône, et l'intégrale générale est formée de 
développables dont les génératrices sont parallèles à celles de ce cône. 

40. En résumé, l'intégration de l'équation (3) est ramenée à la 
détermination d'une intégrale complète; les théorèmes généraux de 
Cauchy nous apprennent d'ailleurs a priori qu'il existe une infinité 
d'intégrales de cette espèce. 

Lagrange (*) a donné le moyen de ramener une équation non 
linéaire à trois variables à une équation linéaire; la méthode a été 
ensuite perfectionnée par Charpit ( 2 ). Le procédé de Lagrange repose 
sur la remarque suivante : étant donnée une équation 

si, par un moyen quelconque, on est parvenu à trouver une valeur 
de p dépendant d'une constante arbitraire a, telle que l'équation 

dz = p dx + f(x> y, z,p) dy 

soit complètement intégrable, l'intégration introduira une nouvelle 



(1) Mémoires de r Académie de Berlin, 1772; Œuvres complètes, t. III. 

(*) Le mémoire de Charpit, présenté en 1784 à l'Académie des Sciences, n'a pas été publié. 
Voir Lacroix, Calcul différentiel et intégral, t. II, 2* édition, p. 548; Jacobi, Journal de Crelle, 
t. XXIII; Gesammelle Werke, t. IV, p. 151. 
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constante b et on aura une intégrale complète. Cette remarque bien 
simple permet déjà d'intégrer des équations assez compliquées: 
4° Soit une équation de la forme 

fty>P,q) = 0, ou q = o(p, y); 

si on prend p = a, a étant une constante arbitraire, l'équation 

dz = a dx •+■ ç (a, y) dy 

donnera une intégrale complète 

z = ax -f- lo(a, y) dy -h b. 
Les équations de la forme 

f{?,p,q) = o 

se ramènent facilement à ce cas. 
2° Considérons l'équation 

f(*>P) = fi(yi 9); 
posons 

f(x,p)=f i (y,q) = a 9 

a désignant une constante arbitraire. On en tire 

p = ? (x 9 a), g = ?l (y, a) ; 
l'équation aux différentielles totales 

dz = o (x, a) dx + ^ (y, a) dy 
donne une intégrale complète 

z = t o (x, a) dx -f- 1 ? 1 (y, a) dy 4- 6. 

41. D'une façon générale, pour trouver une intégrale complète 
d'une équation quelconque du premier ordre 

(6) . F(*,tf,s,p,g)=0, 
proposons-nous de lui adjoindre une équation 

(7) * (x 9 y, z, p, q) = 0, 
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telle que si on tire p, q des équations (6) et (7), 

v.= ? (*> v> z h ? = + (*> y» z )y 

l'équation 

dz = p dx 4- q dy 

soit complètement intégrable. 
Il faudra pour cela que l'on ait 

(8) » + *£ qss *l + *I p . 

v ' dy dz dx dz r 

D'ailleurs, en différentiant les équations (6) et (7), il vient 

àF d¥ dp dFdq „ 

dx dp dx dq dx 

d$> à<f>dp d& dq 

dx dp dx dq dx 

en y considérant x>y, z comme des variables indépendantes et p, q 
comme des fonctions de ces variables. On déduit de là 

D(F,*) ( D(F,*) àq =Q 
~D(x,p) I)(q,p)âx 

et on trouve de môme 

D(F,4>) D(F,<b) dg D(F,<I>) D(F,») Jp D(F,$) D(F,fr)<fr 

D(c,p) + D(<M>)<k ' D(ë,g)" t "D(p,g)«te- ' D.(j/,g)" f "D(p,g)%~ U - 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

<> f _y d¥ -x dF -7 dF -P JF -n 
2^~ A ' dy- ' Tz~ ' 5^ ' ^^ y ' 

et remplaçons dans l'équation (8) -r— > -—-» -—' -r- P ar l eurs valeurs : 

J dy dz dx dz 

on trouve que c ï> doit vérifier la relation 

Pour que la condition d'intégrabilité (8) soit satisfaite, il suffit que 
cette équation soit vérifiée en tenant compte des relations (6) et (7). 
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Il en sera de même a fortiori si l'équation (9) est vérifiée identique- 
ment. On connaît déjà une intégrale de cette équation, F(x, y, z f p 7 q) ; 
supposons qu'on ait trouvé une autre intégrale <E>; les deux équations 

F = et . * — a = 0, . 

où a désigne une constante arbitraire, déterminent des fondions p 
et q de #, //, s telles que l'équation 

(10) dz = p dx -f- q dy 

soit complètement intégrable, pourvu que F et <1> soient des fonctions 
distinctes de p et de q. En intégrant l'équation (10), on introduira 
une nouvelle constante arbitraire &, et la fonction z de x et y ainsi 
définie sera une intégrale complète de l'équation (6). Trouver une 
intégrale de l'équation (9), cela revient à trouver une intégrale du 
système 

dx dy dz — dp ___ — dq 

( } T~'Q~Pp + Qq~X + pZ-Y + qZ* 

dont nous connaissons déjà une première intégrale 

F (oc, y, z, p } q) = C te , 

et qui, par suite, se ramène à un système de trois équations différen- 
tielles du premier ordre. Cette intégrale une fois trouvée, il ne reste 
plus qu'à intégrer une équation du premier ordre pour achever le 
problème. 



Exemple. — Soit .l'équation 






pq 


— Z = 


= o, 


le système (11) est alors 






dx dy 


dz 


dp dq 


q p 


2pq 


p q 


On a l'intégrale première 






pz 


= y- 


-a; 


on en tire l'équation aux différentielles totales 


dz = (u - 


• a\ di 


r, , Zdy , 



y — a 
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d'où • 

dx=-^ i^L = dr_î_"|. 

y — a (y — a) 1 \jj — aj 
Donc 

z = {x — . b) (y — a) 

est une intégrale complète. 

Toutes les fois que l'équation (6) est de la forme 

F(z,p,q) = 9 

les deux dernières équations (11) donnent immédiatement une inté- 
grale de ce système, p =z aq. L'équation 

F (s, aq,q).= 
donne alors 

q = o(a,z),' p = ao(a, z); 

on est conduit à l'équation 

dz = o (a, z) [a dx -h y\ 

et z s'obtient par une quadrature 



/dz 
— =ax h- y + b. 
? (a, z) 



Remarque. — Si l'équation (6) ne contient pas z, c'est-à-dire si 
elle est de la forme 

F (x, y, p, g) = 0, 

on cherchera une fonction f I>, également indépendante de z, qui 
sera déterminée par l'équation 

P^ + Q ^_X?-Y?=0. 
dx ày dp aq 

On a, alors, à intégrer le système 

dx dy — dp — dq 

T ~~ "q ~ T~ ~ T~ ' 

dont on connaît une intégrale 

F = C", 
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et qui, par suite, se ramène à un système de deux équations diffé- 
rentielles du premier ordre. Une fois qu'on aura trouve une intégrale 
de ce système, on aura z par une quadrature (*). 

42. Considérons, maintenant, d'une manière plus générale, une 
équation définissant z en fonction de n variables x v j\, ..., j? mt 
et de n paramètres a,, a t , ..., a n , 

(12) V (z, x v x t> ..., x n , a p a„ ..., a n ) = 0. 

Si on attribue à ces paramètres des valeurs constantes, on déduit de 
l'équation (12) 

(«) 37+ftir = ' (« = 1,2, ...,11)4 

où on pose -r-^- = p t . L'élimination de a,, a„ ... 7 *r 4 entre les 

(n -f 1) équations (12) et (13) conduit, en générai, û une seule 
relation . 

(14) F (r, J5 P »„ ..., x„ p i9 p„ ..., p.) = 0, 

Lagrange désigne encore sous le nom d'intégrale complète de 
l'équation (14) l'intégrale définie par l'équation (12). Nous allons 
montrer que, comme dans le cas de deux variables indépendantes, 
la connaissance d'une intégrale complète permet de l mu ver toutes 
les autres intégrales. 

Puisque l'équation (14) est le résultat de l'élimination de a v a fI 
..., a n entre les équations (12) et (13), intégrer l'équation (14) revient 
à trouver toutes les fonctions z, a t , a„ ..., a n des variables x l% x f , 
..., x n qui satisfont aux équations (12) et (13). Ces fonctions satisferont 
évidemment à l'équation obtenue en différentiant l'équation (12); et, 
en tenant compte des relations (13), on en conclut qu'elles satisfont 
à l'équation 

(15) — - da i + — - da t + ... -4- -r- da n = 0. 
K J 0a i l da t f da n 

Il est bien clair, d'ailleurs, que le système des équations (12) et ( 13) 
(l) Jacobi, Yortesungen ùber Dynamikt p. 113. 
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est équivalent au système des équations (12) et (15); on est donc 
ramène à trouver des fonctions z, a l9 a„ ..., a H satisfaisant aux 
équations (12) et (15). On peut satisfaire à ces équations de plusieurs 
manières : 

1° En prenant a x = C ie , a, = C te , ,.., a n = C* 6 . On retrouve 
Y intégrale complète d'où l'on est parti. 

2° En choisissant s, a t , a t , ..., a n de façon que Ton ait simulta- 
nément 

V = 0, 

en éliminant a tJ o„ ..., a„ entre ces îi + 1 équations, on trouve une 
intégrale ; qui ne contient rien d'arbitraire et qui a été appelée par 
Lagrange intégrale singulière. 

3° Si l'une des quantités — est différente de 0, l'équation (15) 

exprime qu'il existe au moins une relation entre les n quantités 
a l9 a„ ..., a H . Supposons, pour prendre le cas général, qu'il y ait 
k équations distinctes (k > 1) entre les quantités a v a„ ..., a n et k 
seulement : 

(16) f g (a i9 a t , ..., a n ) = 0, ..., f t (a,, a„ ..., a m ) = 0. 

Les différentielles da v da v ..., da„ satisferont alors aux relations 

d/- t = o, d/; = o, ..., d/i = o, 

ci à celles-là seulement; donc, la relation (15) doit être une consé- 
quence de celles-ci et on doit pouvoir trouver k facteurs X t , X t , ..., X 4 
tels que Ton ait identiquement 

— rfa t 4- ... + — da M = X t d/^ + ... + X, d/*,, 



c'est-à-dire 



( (17) 



1 . Aj •— -f- ... -f- A 4 . > 



<?«„ âa n âa n 
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Les équations (12), (16) et (17) sont au nombre de n + ft + 1; il y 
aura donc, en général, un système de fonctions z, a ir « 1T _. M a m , 
a p X s , ..., l k satisfaisant à ces équations. En éliminant a if ce,, ..,, a B , 
Aj, Aj, ..., X* entre ces équations, on aura donc une relation qui 
donnera une intégrale z dépendant de k>. fonctions arbitraires. C'est 
Y intégrale générale de Lagrange. 

Exemples. — 1° Considérons la fonction 

z = a^j + a t x t 4- ... + a n x n + f(a t , a 2 , .,., aj. 

Cette fonction satisfait à l'équation du premier ordre 

z=p t x t +p % x t + ... + J>«». + f(j> t ,ft, M-f'&fc 
qui est l'équation de Glaifault généralisée, et elle en est une intégrale 
complète. On pourra donc en déduire toutes les autres intégrales de 
la même équation 
2° Toute équation de la forme 

F(p t ,p„ ...,p.) = 
admet pour intégrale complète 

z = a^ -I- a^ -i- ... -h a»-.iXj.-i + ix» + a fl , 

où 6 désigne une constante liée aux constantes arbitraires a n a,, 
..., a»-! par la relation 

F(a t , a 2 , ..., a»-!, b) = 0. 

Remarque. — D'après ce qui précède, nous voyons que, si h = 1 , 
on a une intégrale générale dépendant d'une fonction arbitraire de 
(n — 1) variables; pour k = 2, l'intégrale dépend de deux fonctions 
arbitraires de (n — 2) variables, etc.. Il semble donc, au premier 
abord, qu'on ait ainsi (n — 1) catégories distinctes d'intégrales 
générales. Nous montrerons plus loin qu'en réalité il n'y a aucune 
différence essentielle entre ces diverses intégrales. Nous ferons voir 
aussi plus tard que l'intégrale que Lagrange a nommée singulière 
satisfait aux équations que nous avons prises plus haut pour définition 
des intégrales singulières (§ 14). 

43. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'élimination 
de a p a î5 ..., a K entre les équations (12) et (13) ne conduisait qu'à 
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une seule relation entre z, x,, ..., x n , p XJ ..., p H . Les raisonnements 
qui précédent ne sont valables que si cette condition est satisfaite. 
Il est donc utile, étant donnée une intégrale qui dépend de n para- 
mètres, de savoir reconnaître si c'est une véritable intégrale complète. 
Soit 

(12') z = <P fo, ..., x M a v ..., a H ) 

une intégrale contenant n paramètres; les relations (13) prendront 
alors la forme 

< 13) p *=<>ï: •••• *-= s ^- 

1° Supposons que le déterminant fonctionnel 



V^^i àx t àxj 



D(a t , a„ ..., a n ) 

soit différent dte 0; on pourra résoudre les équations (13') par rapport 
à a l9 a v ..., a n et en portant ces valeurs dans l'équation (12') on 
aura une équation et une seule qui contiendra explicitement f. 

2° Supposons 1 = 0; tous les mineurs du premier ordre de I ne 
pourront pas être nuls à la fois, car sans cela on pourrait déduire 
des relations (13') deux relations au moins entre x t , ..., x n9 p t , ...,p». 
Supposons, par exemple, que le mineur 

d/— , — , à * \ 
\âx i dx t dx n -i/ 

D^a,, ...,o»_i) 
soit différent de 0; on pourra résoudre les équations 



Pi = XT' •••' ^— l = 



1 dx t àx H -i 

par rapport à a 4 , a„ ..., a nmmï et, en portant ces valeurs dans 

ôx H 
a n disparaîtra. On aura ainsi une relation 

F (x p x„ ..., x„ p„ p t , ..., p m ) = 0, 

G. Leçomt. 1 
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qui ne contiendra pas s. D'ailleurs, il faudra qu'en portant les valeurs 
de o t , a„ ..., a n _i dans l'équation (12 f ) a n ne disparaisse pas, car 
sans cela on aurait une nouvelle relation entre z, x iy ..., x^ ;> 1? -, p Wç 
11 faut alors que le déterminant 



\àx i ÔXn^i ) 



soit différent de 0. 
Exemple. — Considérons la fonction 



z = \/(x i — atf + (x t — a,) 1 4- a% - a,. 
Les équations (13') sont alors 

p t == : : : > p t = \ l i p,= l. 

Il esfraisé de vérifier que, dans ce cas, tous les mineurs du premier 
ordre de I sont nuls. D'ailleurs, on voit immédiatement que z satisfait 
aux deux équations du premier ordre 

p\+p\ = i, p> = i. 

44. Considérons en particulier les équations de la forme 

F (.r t , # s , ..., x m , p v p t , ..., p n ) = 0, 

qui ne contiennent pas z. Si on connaît une intégrale dépendant 
de (n — 1) constantes arbitraires, on aura encore une intégrale en 
ajoutant à celle-ci une constante arbitraire quelconque. On aura alors 
une intégrale de la forme 

z = * 0„ x„ ..., x n , a l7 a„ ..., a M _,) + a M . 

Pour que ce soit une intégrale complète, on voit de suite, d'après ce 
qui précède, qu'il faut et qu'il suffit que l'un des déterminants 

fonctionnels de (n — 1) des quantités - — > par rapport à a l? n,, 

OXi 
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.j fl*-i> soit différent de 0, par exemple que Ton ait 



\dx i àx t dx H -i) 

D(a t , a„ ..., o««i) 



0. 



Ceci nous permet de compléter ce que nous avons dit (§ 16) sur 
l'artifice employé pour faire disparaître la fonction inconnue dans 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
Étant donnée une équation du premier ordre 

(18) F (z, x» x,, ...,«„, p v p ty ..., p n ) = 0, 

à n variables, contenant la fonction inconnue z, nous avons vu (§ 16) 
que la recherche d'une intégrale donnée par l'équation 

v (~>*Wi7 ...,.r.)=0 
se ramène à l'intégration de l'équation 

à (n -h 1) variables, qui ne contient plus la fonction inconnue V, et 
que ce procédé pouvait laisser échapper les intégrales singulières. 
Nous allons montrer que, si on connaît une intégrale complète de 
l'équation (19), on en déduira une intégrale complète de l'équa- 
tion (18). En effet, soit 

V (z, a^, ..., x„ o n a„ ..., a n ) + a» +1 

une intégrale complète de (19), et supposons, d'après ce qui précède, 
que l'on ait 



d\ 


d\ 


dx, 

ïïv'~ 


. àx H 


àz 


<;; 



\<Ja:, dx t dxj 

D (o t , a„ ..., a.) 



;o, 



je dis que V = donnera une intégrale complète de l'équation (18). 
C'est bien, en effet, une intégrale de (18) dépendant de n paramètres 
arbitraires; de plus, le déterminant fonctionnel des premiers membres 
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des équations (13) correspondantes, par rapport à a,, a t , ... , u , , n'est 
pas identiquement nul, car si on y fait p l = p t = ... = p n z= 0, ce 
déterminant se réduit au précédent qui est différent de 0. 

45. Tout ce qui précède nous montre donc que l'intégration 
de l'équation (14) est ramenée à la recherche d'une intégrale complète 
de cette équation. Supposons l'équation (14) résolue par rapport à p„ 

(2Q) ' Pn = f(*9X l >x t , ..., x n ,p i9 ...,p rt -i); 

pour avoir une intégrale complète, il suffira de pouvoir trouver des 
fonctions p i9 p„ ..., p n -\ de z, x i9 cc„ ..., x n et de (n — 1) para- 
mètres a t , a„ ..., a„_i telles que l'équation 

(21) dz = p t dx x -h p t dx t -+• ..., 4- 2>h-i d^n-i 4- /"d^„ 

soit complètement intégrable. L'intégration de cette équation intro- 
duira une nouvelle constante arbitraire a n et on aura ainsi une 
intégrale complète. 

Il y a des cas simples où l'on voit immédiatement une solution. 
Considérons, par exemple, une équation de la forme 

fi (Pi> *i) U (Pu *i) - /» (p« *.) = *; 
posons 

U (Vv x ù = a i> •••5 A-i (P«-i> x »-0 = a H-i ? 
et, par suite, 

A (P., *■) = — 

ûtj a, ... c^ M i 

En résolvant par rapport à p tJ p„ ..., p nJ on en tire 

Pi = ïl 0*1» tt i)> • "9 P* = ?» ( X nJ «i « 2 — «*-l)ï 

lu fonction 

Z = /?l ( X i> a i) dX i + •'• + jÇii-1 (*«-!> <*«-l) ^ X »-l 

+J ?» (*», a t a, ... a„_,) dx fl -h a n 
sera une intégrale complète. C'est ainsi qu'on trouve pour Pëqualion 
Pi Pt ••• Pm = x t x t ... s n 
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l'intégrale complète 

ce* 

2z = a l xï 4- ... 4- dn-xxl-x 4 - h a n . 

a t a f ... a n _! 

D'une manière générale, pour étendre la méthode de Lagrange et 
Charpit aux équations à plus de trdis variables, il conviendra de 
poser le problème comme il suit : étant donnée l'équation F = 0, 
trouver n — 1 autres relations entre z 9 x v ..., x ny p iy ..., p ny 
contenant chacune une constante arbitraire, telles que les valeurs 
de p v ..., p n déduites de ces n relations rendent l'équation 

dz = p t dx t 4- ... 4- p H dx n 

complètement intégrable. En réalité, cette extension n'a élé faite 
que longtemps après Lagrange ; elle constitue la seconde méthode de 
Jacobi, qui sera exposée dans un des chapitres suivants. 

Exercices. 

1° Trouver une intégrale complète des équations 
F (z — px, y, p y q) = 0, p* 4- q* — 2px — 2qy 4- Zxy = 0, 

p* H- g* — 2px — 2qy + 1 = 0, 
2 (pq 4- py 4- qx) 4- x* 4- î/* = 0, xp* 4- yq* = Zpq, 

** (P* + 9 1 ) = x * + V\ q = xp + p* y p = (qy 4- z)', 
p 3 — y*q=zx* — */. 

2° Trouver les surfaces dont les normales appartiennent au com- 
plexe de droites formé par les normales à une famille de surfaces 
homofocales du second degré. 

3° Trouver les surfaces telles que la trace de la normale sur un 
plan fixe P soit à une distance constante l de la trace du plan tangent 
sur le même plan P. 
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CHAPITRE Y 

Méthode de Cauchy. Caractéristiques. 



46. La première méthode générale d'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre est due à PfnfT^). Consi- 
dérant la question comme un cas particulier d'un problème plus; 
général, il ramène la solution de ce nouveau problème à P intégration 
complète de plusieurs systèmes d'équations différentielles simultanées, 
d'ordre 2n — 1, 2n — 3, ..., 3, 1. Peu de temps après> en 1819 (-), 
Cauchy a donné une méthode beaucoup plus simple en montrant 
que, pour le problème spécial de l'intégration des équations aux 
dérivées partielles, il sufGsait d'intégrer le premier système tjue l'on 
rencontre dans le procédé de Pfaff. Nous allons exposer cclïe méthode 
de Cauchy. 

47. Considérons d'abord l'équation à trois variables 

(1) F (*, 2/> *, P, q) = 0, 

et proposons-nous de trouver l'intégrale de cette équation qnï ? pour 
x = # , se réduit à une fonction donnée de y 

z = o(y). 

Remarquons, de suite, que si nous remplaçons x et y par deux 
nouvelles variables indépendantes a et 0, intégrer Inéquation (1) 



(') Abhaudlungen der Berliner Akademie, 1814-1815. 

(i) Bulletin de la Société Philomalhique, p. 10-21. Le Mémoire primitif de 1*10 a ù\è 
reproduit et complété dans le tome il des Exercice* d'Analyse et de Physique totfàftMtifYfr, 
p. 238-272; 1841. 
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revient à trouver cinq fonctions x, y, r, p, q de a et de g vérifiant 
l'équation (4) et la relation 

(2) d z = p dx •+• q dy. 

Cauchy, suivant une idée d'Ampère, conserve la variable x et 
remplace y par une nouvelle variable u qui sera déterminée plus 
loin. L'équation (2) s'écrit alors 

à* j àz , _ (dy , dy , \ 

— au; -f- -r— au = p dx •+• q ( — dx -f- -r- 1 ou I. 
âx au \âx du / 



On doit donc avoir 

!dz ^ t ^ dy 
du * du 



dx= P + q dx' 

àz dy 

= g— ♦ 



D'ailleurs, puisque les fonctions t/, z, 33, g de x et u satisfont à 
l'équation (1), elles satisfont aussi aux deux équations qu'on en 
déduit en la dérivant par rapport à x et par rapport à u : 

du du du du 

Il s'agit donc de trouver quatre fonctions y, z y p, q des variables x 
et u satisfaisant aux équations (3) et (4). L'artifice de Cauchy consiste 
à choisir la variable u de façon à obtenir un système de quatre 
équations où ne figurent que des dérivées partielles par rapport à la 
variable x. Nous avons déjà deux équations dans les systèmes (3) 
et (4), satisfaisant à cette condition; pour en avoir d'autre^, nous 
nous servirons de la relation 

d*z à*z 



dx du du dx 
Des équations (3) on tire 

à*z __àp dq dy à*y 



dxàu du du dx dxdu 
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et 



à*z 



dudx dx du 



J*~> A». ^ * 



d'y 
dudx 



et, par suite, 



dp dq dy dq ày 

du dx du du dx 



à d d z> 
Portons les valeurs de -r=- et -r— dans la seconde des relations (4): 
du du w 

dy dq 
il vient, en ordonnant par rapport à — y -r^-» 

du du 



ày 

d 



ïr Y+g z + P^i + ^rQ-pjïi=* 

u|_ àxj du\_ dxj 



Choisissons alors la variable u, de façon que l'on ait 

ce qui est toujours possible; en effet, sur une surface intégrale 
déterminée, P et Q sont des fonctions déterminées de ai et y; m on 
considère cette équation comme une équation différentielle entre y 
et x et si 

<)p (x, y) = C* 

en est l'intégrale générale, il suffira de définir la nouvelle variable u 
en posant 

♦ (*> y) = n (u), 

II étant une fonction quelconque. La variable u étant choisie ainsi, 

dy 
comme — ne peut être identiquement nul, il faut nécessairement 

que Ton ait aussi 

Y -*- gZ -h P ^ = 0. 
dx 

En ajoutant ces deux nouvelles équations aux deux premières des 
équations (3) et (4), on voit que les fonctions y, z, p y q de x et de h 
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satisfont au système d'équations 

ax 

î p r pp+Q " 

P*2=-X-pZ. 

La variable « ne figurant pas dans ces équations, les intégrales y, r, 
Pi q ne peuvent dépendre de u que par l'intermédiaire des valeurs 
initiales y^ r 0> p , q 9 correspondant à la valeur x de x. Les 
équations (5) peuvent s'écrire 

m ^ — ^L — - d * _ — d P _ —dq . 

P " Q "^Pp + Qg^X+pZ - Y 4- ?z' 

nous retrouvons pi L < cisément le système auquel on est conduit dans 
la méthode de Lagrange et Gharpit. Ces équations (5'), comme nous 
l'avons déjà remarqué, admettent l'intégrale évidente 

F (x, y, z, p,q) = F (x„ i/ , z„ p , q ). 

Si donc les valeurs initiales satisfont à la relation 

(6) F (x , i/ , z„ p , q ) = 0, 

les fonctions i/, z, p, g vérifieront l'équation 

F (x, y, r, j>, g) = 0. 



Soit alors 
(?) 



2/ = /i ( x > x v S/o* *o> Po> ?o)> 
z =^(x, ..., <J ), 
p = f t (x, ...,g ), 
q = f K {x y ..., g ), 



les formules qui représentent les intégrales du système (5), correspon- 
dant aux valeurs initiales t/ , z , p , g , vérifiant l'équation (6). Toute 
intégrale de l'équation (4) s'obtiendra en remplaçant, dans ces expres- 
sions, y , z , g , p 9 par des fonctions convenables de u, choisies de 
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telle façon que les équations (3) soient satisfaites. Or, la première des 
équations (3) est vérifiée, car c'est une des équations du système (5); 
par conséquent, il faut et il suffit que Ton ait 

du du 

Cauchy satisfait à cette équation en prenant 

!/o = u, *o = ? («*)> q Q = ?' (")> 

p Q étant déterminé par la condition (6). Pour démontrer que la relation 
précédente est bien vérifiée de cette façon, posons 

U = q —5 

au au 



on aura 



d\J d'z dq dy d*y 



-TZT7.-Q 



dx dxdu dxdu duàx' 



d'ailleurs, puisque 



dz du 

— = p + q — > 
dx àx 



d*z dp dqdy d-y 

dx du du dudx dxdu 

Portons dans — ~ cette valeur de - — r- > il vient 
dx dx du 

d\J dp dqdy dqdy 

dx du du dx dx du 

dy dq * , 
Remplaçons encore, dans cette expression, — et y par leurs 

a x a x 

expressions tirées de (5) et nous aurons 

dx PL au du du àuj 

Enfin, puisque les fonctions ]/, z, p, q satisfont à l'équation 
F (x, y, z, p, g) = 0, 
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on a ? en différentiant par rapport à u, 

au ou ou au 

et, par suite, 

dx~ P(âu q du)~ P ' 
d'où, en intégrant, 

U = U e J * P , 
U désignant la valeur de U pour x = x,. Or, pour x = x t , on a 

On a donc, pour toute valeur de a?, 

U = 0. 

Remarque. — M, Bertrand a fait remarquer que le raisonnement 

précédent n'est exact que si le facteur e * n'est pas infiniment 

! - dx fût lui- 

X, P 

même infiniment grand, ce qui ne peut arriver, au moins si on 

Z 

suppose x suffisamment voisin de ac , que si - est inûni pour les 

valeurs initiales, c'est-à-dire si P = 0. D'ailleurs, en vertu des 

dx du 
équations (5'), on a — = ~; on peut donc remplacer l'intégrale 

Jf*x 7 /*y y ' 

- dx par l'intégrale / — dy qui restera finie si Q est différent 
*• P «/y» Q 

de 0, et, si Q était nul, on prendrait un des deux autres rapports 
— dp — dq 



X+pZ Y + gZ' 
on voit donc que le raisonnement précédent ne pourra tomber 
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réellement en défaut que si les valeurs initiales vérifient les quatre 
équations 

P = 0, Q = 0, X+j3Z = 0, Y + çZ = G. 

S'il en est ainsi, le facteur considéré pourra réellement être infini. 
Mais si on laisse à la constante x 9 et à la fonction ç (y) toute leur 
généralité, on voit que les seules intégrales auxquelles ne s'applique 
pas la méthode précédente sont celles dont tous les éléments vérifient 
les quatre équations écrites plus haut, c'est-à-dire les intégrales 
singulières. 

Exemple. — Prenons l'équation traitée par Cauchy 

pq — xy = 0; 

le système d'équations différentielles correspondant est 

dx dy dz dp dq 

q~ p ~~ 'Zpq~~ y ~ as 

En réduisant au même dénominateur pq = xy et supprimant ce 
dénominateur, il vient 

dz 

p dx = q dy = — = x dp = y dq. 

Jt 

On tire successivement de ces équations 

dp dx dq dy , p _ q rt 

-£ = — , -2 = -^, dz=i-2xdx = ?-2ydyi 

p x q y x y 

puis, en intégrant, 

p» x* q* 2/0 ^0 !/ u 

Pour avoir l'intégrale qui, pour x = x„> se roiluit à f (y), uous 

prendrons y = ti, z = 9 (u), q = */ (h), et, par suite> p = ^— - 

? W 
L'intégrale demandée sera représentée par les équations 
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qui peuvent encore s'écrire 

[s -? («)P = (*»-*» (tf»-tt»), 
[z — 9 (u)] 9' (u) = u (x s — xj); 

on remarquera que, si on regarde u comme un paramètre variable, 
la seconde équation est la dérivée de la première par rapport à ce 
paramétre. 

48, En énonçant les résultats obtenus en langage géométrique, 
nous pouvons dire *jue nous avons déterminé une surface intégrale 
passant par une courbe plane donnée, située dans un plan parallèle 
au plan des yz. Nous avons vu qu'on pouvait se proposer, d'une 
façon plus générale, de déterminer une surface intégrale passant par 
une courbe gauche quelconque. Il est vrai que, par un changement 
de variables, cette question se ramène à là précédente; mais il suffit 
de modifier très peu le raisonnement de Cauchy pour traiter directe- 
ment ce nouveau problème. En effet, il suit de ce qui précède 
qu'étant donnée une surface intégrale S, on peut toujours choisir 
une variable indépendante u, de telle façon que y, z, p, q, consi- 
dérées comme fonctions de x et de u, vérifient les équations (5). 
Ces fonctions y, z, p, q ne pourront dépendre de u que par l'inter- 
médiaire des valeurs initiales cc , y c , z , p , q . Cauchy supposait 
que x t était pris constant, mais cette restriction n'est évidemment 
pas nécessaire. 

On voit d'abord, comme plus haut, que les valeurs initiales doivent 
vérifier la relation 

F (a? , y > *•, Pv q ) = 0> 

ce que nous supposerons toujours. Soit alors 

ifi ( x > V, z > P> 9? #o> y , r , p , q ) = 0, 
/i(x, ... x , ... g,) = 0, 
fi (*, ... *o> • • • «q) = °> 
fk (x, • • . *o> • • • tfo) = 0, 

les formules qui donnent les intégrales du système (5), correspondant 
à ces valeurs initiales. Toute intégrale de l'équation (1) sera donnée 
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par le système (8), pourvu que x , f/ , z , p , q soient des fonctions 
convenablement choisies de m. 

Pour plus de symétrie dans les calculs, posons, avec M* Darboux, 

dx —dq 

t désignant une variable auxiliaire dont nous supposerons la valeur 
initiale égale à 0, ce qu'on peut toujours faire. En intégrant ces 
équations, on trouvera un système de la forme 

x = y l (t y x , t/ , z , p 0J q 9 ) 7 
y = ©, (f, ac , . . . q \ 

(9) { z = ?* ( e > x *> • • • *>)» 

P = ?% (*> œ > ... g ), 

l 5 — ?• (*ï X Q> • • • 9o)ï 

qui sera équivalent au système (8). Ces cinq fondions vérilienl la 

relation 

F (x, y y z 9 p, q) = 0, 

puisque F = C te est une intégrale du système considéré; on a aussi 

dz ___ dx dy 

dt'^ P dt +q 'di' 

Pour que les équations (9) donnent une intégrale a l'équation (!)> îl 
suffira donc que ces fonctions vérifient la relation 

TT àz dx dy ( . 

du du du 



Or, on a 














dV d*z 


-n 


X 


— n 


y 

dt 


dp à.r 
"dtlû~ 


àq à y 


dt ~ du dt 


P du 


dt 


q du 


dt au 


Mais on a aussi 














d*z 
àudt~ P 


d*x 
du dt 


+ q 


d'y 
du dt 


dp 
du 


dx âq 


ait 


et, par conséquent, 















dV __dp dx dp dx dq dy àqày 
dt du dt dt du du dt dt du 
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Remplaçons ~ » ~i ~ et -~ respectivement par P, — (X + pZ), 
ôt ât àt dt 

Qfit — (Y + gZ); il vient 

dU t ,âp ^àq „àx , r ày _ / àx dz\ 

àt au du du du y du du) 



et comme 



il reste 



Ou au du du du 



dt \_àu * du i duj 

Donc, en intégrant, 

U = U c Jo . 
Pour que U soit nul, il faut et il suffit que 

u, = o, 

c'est-à-dire que l'on ait 

(10 ) p- Pt p. q /JL> = . 

du ° du du 

Dans oe cas, l'objection de M. Bertrand ne se présente plus, car 

I — Z dt reste toujours fini, pourvu que Z reste fini, ce que nous 

supposons. Mais pour que le système (9) soit équivalent au système (8), 
il faut que tous les dénominateurs du système (5') ne soient pas tous 
nuls, pour les valeurs initiales, car alors la seule intégrale serait 

x = x , y = y , z = z , q = q > P = Po> 

et le système (9) ne serait plus équivalent au système (8). 

Cherchons maintenant à déterminer une surface intégrale passant 
par la courbe gauche 

x = X (te), y = y. (tt), z = v (u). 

Il suffira de prendre pour x , ?/ , r les valeurs X (te), jx (u), v (te); 
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Va et £o seront déterminés par les équations 

F (x (u), ix (u), v (u), p , g ) = 0, 
v' (u) = p V («*) + 9t I*' («)- 

Les valeurs de p 6 et g , données par ces formules, sont developpabtes 
au voisinage de u = i* si le déterminant fonctionnel 

— - ji.' (u) — — X' (u) 

n'est pas nul pour ce système de valeurs. 

Les deux premières des équations (9) pourront alors être résolues 
par rapport à £ et à u, qui seront des fonctions développables de as et 
de y y car le déterminant fonctionnel 

D (x, y) àx dy âx dy 

D (t, u) ~"~ 51 57( ~~ du Ht 

se réduit au précédent pour t = 0, u = u . En portant ces valeurs 
dans l'expression de c, on aura pour z une fonction développai Je 
de x et y. Si ce déterminant est nul, l'intégrale ne cesse pas 
d'exister en général, mais elle présente une singularité au point 
correspondant. 

Dans le cas particulier traité par Gauchy, le déterminant précédent 
se réduit à P . Si donc P n'est pas nul, on obtient pour z une 
fonction développante des variables a? et y; ce qui est bien conforme 
au théorème général. 

Remarque. — La méthode de Gauchy fournit aussi une intégrale 
complète, car on satisfait à la relation 



du du ° du 



en prenant x = a, y = b 9 z = c, a, 6, c étant trois conslaules; 
p et q sont liés par la seule relation 

F (a, b, c, p , q 9 ) = 0. 

L'intégrale ainsi obtenue dépend des trois constantes a, 6* c et il suffît 
de prendre pour l'une d'elles une constante absolue pour avoir une 
intégrale complète. 
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49, Caractéristiques. — Les résultats précédents sont suscep- 
tibles d'une interprétation géométrique importante. Si dans les 
équations (D) nous regardons x , t/ , z , p , g comme constants et 
t comme variable, les trois premières équations représentent une 
certaine courbe qui se déplace en engendrant la surface intégrale 
quand on fait varier u. Toute courbe de cette famille est complète- 
ment déterminée quand on se donne les valeurs y , z , q qui corres- 
pondent Ùl une valeur donnée x de x y p se déduisant de la relation 
F (^o? V& z ** P*j ^e) =* 0. Ces courbes dépendent donc de trois para- 
mètres arbitraires; elles forment un complexe de courbes, et nous 
voyons que toute surface intégrale est engendrée par les courbes de ce 
complexe, que nous appellerons caractéristiques, associées suivant 
une certaine loi, sauf les intégrales singulières que nous avons laissées 
de côté. 

Appelons élément l'ensemble d'un point (x, y, z) et d'un plan de 
coefficients angulaires (p, q) passant par ce point. De tout élément 
dont les coordonnées vérifient la relation F = 0, part une courbe 
caractéristique, en général bien déterminée, tangente à cet élément. 
Mais, d'après les dernières des formules (9), nous voyons que les 
valeurs de p et de q sont elles-mêmes déterminées complètement tout 
le long de celte caractéristique. On est donc conduit à l'importante 
proposition que voici : Si deux surfaces intégrales sont tangentes, 
c'est-à-dire ont un élément commun, elles sont tangentes tout le 
long de la caractéristique issue de cet élément. 

L'intégrale complète obtenue en faisant x = a, y = b 9 z é = c 
n'est autre chose, on le voit, que le lieu des caractéristiques issues du 
point (a, 6, c). On reconnaît facilement que les tangentes aux diverses 
caractéristiques issues d'un point M forment, en général, un cône 
ayant son sommet en ce point; ce. point M sera donc un point 
singulier pour la surface engendrée par ces caractéristiques. 

50. La méthode .de Cauchy s'étend au cas d'un nombre quelconque 
de variables. Il est commode, pour simplifier l'exposition, d'étendre 
immédiatement à ces équations la notion de caractéristique. Nous 
adopterons la méthode suivie par M. Darboux ( i ). Considérons 

l 1 ) Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, p. 133 et suivantes [Journal des savants étrangers, t. XXVII, 1880). 

G. Leçons. 8 



Digitized by 



Google 



414 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

l'équation 

(44) F (s, x l9 x % , ..., x ny p„ p„ ..., p n ) = 0, 

que nous écrirons souvent plus brièvement 

F (z, x i9 p k ) = 0, 
et soit 

z = *P (#i> 3? t , ..., a?,,) 

une intégrale quelconque de cette équation. Nous appellerons élément 
de l'intégrale l'ensemble d'un système de valeurs x\ t a^, ..., xi et 
des valeurs correspondantes z°, pj, £?{, ..., pi, en posant, comme 
plus haut, 





p < = dï; 




v âF 


T, ^ F 


» <?F 


ox { 


dp, 


Z = ^ 



p 



Supposons qu'on fasse varier les éléments à partir de certaines 
valeurs initiales z°, xf 9 pl 9 de façon à satisfaire toujours aux équations 
différentielles (*) 

dx t dx t __ 

p7~ pT~' 

t désignant une variable auxiliaire dont la valeur initiale sera nulle. 
11 est clair que ces équations déterminent complètement ce qu'on 
peut appeler un système de courbes situées sur la surface intégrale, 
si l'on suppose connue z en fonction de x i9 x %9 ..., x H * C'est à cette 
suite simplement infinie d'éléments que nous donnerons le nom de 
caractéristique. Nous allons montrer que, sans connaître l'expres- 
sion de z, on peut joindre aux équations précédentes d'autres équa- 
tions différentielles qui permettent de définir complètement la 
variation des variables z 9 x i9 p k9 le long d'une caractéristique. 

Partons d'un élément de l'intégrale z 9 x i9 p h et attribuons aux 
variables des accroissements définis par les formules précédentes et 



(i) Ce proeeMé est identique au fond ù celui de Cauchy. Car il revient k prendre pour 
variables indépendantes x, et u — i autres variables «„ ..., «„_!, choisies de telle topii que 
l'on ait lijï = -t; les calculs faits dans le texte prouvent que l'on aura ensuite ift 
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l'équation de la surface intégrale. On aura entre ces accroissements 
les relations 

dz =p t dx i + ... + p n dx n9 

dPi=Pn dx t + ... + p in dx n9 
en posant 

d'z.. 
P* = 



dx { âx k 
d'ailleurs de l'équation (11) on déduit, en différentiant par rapport 

X, + Pi Z + P lP<1 + ... + P nPin = 0. 

dx dx 

Remplaçons P t , „., P n par leurs valeurs -~? •••> -t-?> il vient 

ttt ut 

(X f + pfi) dt + p it dx i 4- ... 4- p in dx H = 0, 

c'est-à-dire 

(X, + p,Z) dt 4- dp< = 0. 

Ceci nous prouve que les éléments d'une intégrale satisfont, tout le 
long d'une caractéristique, au système d'équations différentielles 



dt 



dx % dx n dz 



Pi ^ P- Pi p i + - + P-P. 

I ""X i+ p 4 Z X. + P.Z 

Ces équations ne dépendent pas de la fonction 4> et, par suite, on 
peut déterminer les. éléments successifs le long d'une caractéristique 
sans connaître l'intégrale. La caractéristique issue d'un élément 
déterminé x? 9 pi y z° est donc bien déterminée. On en conclut que * 
si deux intégrales ont un élément commun, elles ont en commun 
tous ceux qui sont situés sur la caractéristique issue de cet 
élément. 

Si les dénominateurs des équations (12) restent finis et ne sont 
pas tous nuls pour les valeurs initiales, ce que nous supposerons, on 
tirera de ces équations 

( »«=/i(t,*%atf,rf), 
(13) p k = 9k (t, z\ xU Pi), (*, i = 1, % .-, n), 

V * = f(t,z\xf 9 pî) 9 
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les fonctions f i9 ç*, f étant des fonctions continues de t et des valeurs 
initiales, au moins entre certaines limites. 

Puisque chaque intégrale est un lieu de caractéristiques, il est 
clair que toute intégrale sera représentée par les formules (13Ï, où 
Ton prend pour z°, x? y pi des fonctions de n — 1 variables indépen- 
dantes, choisies de telle façon que ces fonctions z, x { , p k vérifiant les 
relations 

C F (z, x i9 p k ) = 0, 
( dz — p t dx t — ... — p n dx n = 0. 
Comme 

F (*,*|, ft) = C'- 
est une intégrale du système (12), il suffira que Ton ait 

F(z*,x? 9 pl) = 0, 

pour que la première équation soit vérifiée. D'autre part, on a aussi 

dz dx t dx n 

Supposons que z°, x?, pî soient des fonctions de v variables u n if,, 
...,ti.„ et désignons par la lettre S les différentielles correspondant 
à des accroissements Su 1? ..., ou v de ces variables. Posons 

U = 8z— < p 1 8x 1 — ... — p n lx„ 
on a 

d\J = dlz — p { d Sxj — ... — p n d ix u 
— dp t 8x t — ... — dp H ix n} 

la lettre d désignant les différentielles quand t seul varie. D'ailleurs , 
on aura 

= 8 dz — p t 8 dx t — ... — p n 8 dx n 
— 8p t dx t — ... — ip n dx n , 

et, comme on peut intervertir les opérations d et 8, 

n 

dU =2 ($P< d*, — dp { ix { ), 
i 

dU =2 [P. 8|>< + (X« + p ( Z) ix ( ] dt. 
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Puisque z, x i9 p k vérifient l'équation (14), on aura 

n 

2 (^ 8p 4 + X, 8*,) = - Z 8c, 

i 

par suite, 

dU = -ZUd*, 
et 



-Vlàt 



Pour que U soit nul, il faut et il suffit que L T soit nul, c'est-à-dire 
que Ton ait 

8z° — p\ ix\ — ... — pi SxJ = 0. 

En résumé, pour avoir une intégrale, il faut et il suffit que les 
valeurs initiales soient des fonctions de (n — 1) variables indépen- 
dantes u v u f , ..., t*,,_i satisfaisant aux relations 

( sz -^8xï-...-p;î^ = o. 

En particulier, si on veut avoir l'intégrale de Caûchy qui, pour 
x t = xf, se réduit à une fonction donnée <ï> (x f , x„ ..., x n ), on 
pourra prendre comme variables indépendantes xj, x$, ..., xi et, 
alors, la deuxième des relations (14) donnera les conditions 

La valeur de p\ sera donnée par la première des formules (14), et 
cette valeur sera développable si PJ est différent de 0. Les équa- 
tions (13) donneront alors pour z, x iy ..., x n des fonctions dévelop- 
pables de t y xjj, ..., xi . Le déterminant fonctionnel 

. U (X f , X t , ..., X n ) 

. D(e,»i, ...,xj) 

se réduit au début à PJ, qui n'est pas nul par hypothèse. On pourra 
donc tirer f, xj, ..., xi en fonction de x 1? ..., x n et en portant ces 
valeurs dans l'expression de z, on voit que z sera une fonction 
holomorphe de x t , x t , ..., x«. 

Comme dans le cas de trois variables, la solution précédente est 
loin de répondre à toutes les questions que Ton peut se proposer 
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relativement aux intégrales. Pour être sûr de ne laisser échapper 
aucune solution, il nous faut résoudre de la manière la plus générale 
les équations (14). Les n + 1 fonctions z°, x\ y ..., xi dépendant 
de n — 1 variables seulement, il y aura au moins deux relations 
distinctes entre ces fonctions, et z° entrera nécessairement dans 
Tune de ces relations, d'après la seconde des équations (14). Caucliy 
a pris les suivantes : 

*Î = C*, z* = Q(xl ...,x*). 

Prenons-en un nombre quelconque k et supposons-les résolues par 
rapport à s°, x° i9 ..., acj?_ i, 

z 9 =(ù i (xi y ...,xi) y x\=tù t (xl,... 9 x:), ..., xi-i=iù k (xt t :.,xi). 

En remplaçant dans la seconde des équations (14) et en égalant à 
zéro les coefficients de dxî , ..., dxi y on obtient n — fc + 1 relations 



dtù i ~o âtù * 
dxî Fi dxg 



dxJT 



+i 



-p\ 



dxl 



+i 



..- Pt =o, 
-.» —pUi = 0, 



I — tjj L 

dxi Fi àxUi 



-...- pi = 0, 



qui, jointes à la relation F (z 9 , xf y pi), permettront d'exprimer 
P% •••> Pi en fonction de k — 2 d'entre elles. On voit que toutes les 
valeurs initiales s'expriment en fonction n — 1 variables. 

Les relations (14) étant satisfaites, les fonctions z, x h p t de 
n. variables représentées par les formules (13) vérifient les équations 



F (z, x iy p k ) = 0, dz — p i dx t 



— p n dx n = Ù, 



Elles donnent donc une intégrale de l'équation proposée. Toutefois, la 
méthode donne lieu aux remarques suivantes : 

1° Il pourrait arriver que les fonctions f, ç f { , qui contiennent les 
n variables indépendantes, se réduisent à des fonctions d'un moindre 
nombre de variables. Il est facile de voir dans quels cas cette circons- 
tance se* présentera. Les relations établies entre les valeurs initiales 
s°, ce?, pi déterminent une multiplicité à (n — 1) dimensions 
composée d'éléments. De chaque élément de cette multiplicité part 



v 
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une caractéristique, et l'ensemble de ces caractéristiques forme préci- 
sément l'intégrale. Il est clair que cet ensemble forme, en général, 
une multiplicité à n dimensions, sauf dans le cas particulier où la 
multiplicité des valeurs initiales serait elle-même composée de 
caractéristiques. 

2° Ce cas exceptionnel écarté, l'élimination de t 9 u v ..., u A _i entre 
les relations (43) * 

z = f, Xi =i f» 

conduira, en général, à une seule relation 

z = ®(x iy x tJ ...,ag, 

et la fonction 4> sera évidemment une intégrale. Il n'en serait plus de 
même si des équations (43) on pouvait déduire plusieurs relations 
entre les variables z, x { . Cependant, par une extension du mot 
intégrale, due à M. Sophus Lie, nous ne rejetterons pas ces solutions. 
D'une manière générale, nous désignerons sous le nom d'intégrale 
tout système d'éléments vérifiant les relations 

F (s, x iy p k ) = 0, dz = p i dx t + ... + p n dx n , 

et dépendant de n variables indépendantes. 

Nous reviendrons plus loin sur cette définition nouvelle de l'inté- 
grale. 

51. On satisfait aux équations (44) en prenant pour xf> z° des 
constantes, les valeurs initiales étant liées par la seule relation 

L'intégrale ainsi obtenue, qui est formée par l'ensemble des caracté- 
ristiques issues d'un point, dépend de n 4- 4 constantes arbitraires. 
Si on attribue à l'une d'elles une valeur déterminée, on aura une 
intégrale complète de l'équation (44). Ce sera d'ailleurs une véritable 
intégrale complète, car si les éléments de cette intégrale vérifiaient 
une autre équation que l'équation (44), 

F t (*, x i} p k ) = 0, 

on devrait avoir, puisque pour t = 0, z, x h p k se réduisent" respecti- 
vement à z°, XiyPkj 

F t (s°, xt, Pi) = 0, 
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C3 qui ne peut pas être, puisque les valeurs initiales p\, ,.*, pi sont 
liées par la seule relation 

■F (»•,«?, p|) = 0. 

Remarque I. — Il pourra arriver, dans certains cas, que celte 
intégrale ne soit pas une intégrale proprement dite, mais une 
intégrale au sens plus large de M. Lie. Supposons que F (x ty p t ) soil 
homogène par rapport aux variables p k et ne renferme pas z; dans ce 
cas, des équations qui représentent l'ensemble des caractéristiques 
issues d'un point (z°, ccj, ..., xi) on pourra déduire au moins deux; 
relations entre les variables z, x t9 ..., x H , Des équations différentielles 
des caractéristiques on tire d'abord, puisque 

p t P 4 4- ... + jp.P. = p.F (x i9 p h ) — 0, 

z = z*. D'un autre côté, ces .équations ne changent pas quand on 
change p k en \p k9 \ désignant une constante quelconque. On peut 
donc, sans restreindre la généralité, supposer la valeur initiale de p t 
égale à l'unité par exemple, p\ = 1. Alors x t , ..., x n , dans les 
formules (43), dépendront de t et des n — 1 variables p\ 7 ,. M pi qui 
sont liées par la relation F = 0. Ces n fonctions ne renferment 
donc que n — 1 variables indépendantes, et l'élimination de ces 
variables conduira au moins à une relation entre x ty x tî .,., x n . U 
en sera encore de même si la fonction F, tout en contenant s, était 
homogène par rapport à p 4 , ..., p n . En effet, si le lieu des caracté- 
ristiques issues d'un point (z°, x\ 9 ..., xi) était représenté par une 
seule relation entre z 9 x i9 ..., x n9 cette relation serait nécessairement 
z = z°, et on aurait pour tous les éléments de cette intégrale p t = 5 
équations qui ne résultent pas de la relation F (z 9 x i9 p t ) as 0. 

Remarque II. — On pourra toujours obtenir une infinité d'inté- 
grales complètes par la méthode de Cauchy; on cherchera pour cela 
une intégrale se réduisant, pour x t = x\ 9 à une fonction donnée à 

l'avance* 

f(x„ ..., x n9 a i9 ..., a n ), 

contenant n paramètres variables a tJ a„ ..., a n . 

52. La méthode de Cauchy nous a conduit à une notion nouvelle, 
celle des caractéristiques. Il est aisé de voir que cette notion peut, 
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d'une manière très naturelle, se déduire du procédé employé par 
La^range pour obtenir l'intégrale générale au moyen d'une intégrale 
complète. 

Prenons d'abord une équation à trois variables. Nous avons vu que 
si V (x r y, z, a, 6) = est une intégrale complète, on obtient une 
surface intégrale en éliminant a entre les équations 

( V (x, y, z 9 a, b) = 0, 

où on a posé b == p (a). Ces deux équations (15) représentent une 
courbe dépendant d'un paramètre a, dont le lieu est la surface inté- 
grale. Les équations de cette courbe sont de la forme 

( V (x, y, z, a, 6) = 0, 

a, b, c étant des paramètres arbitraires. Les courbes (16) forment 
un complexe, et nous voyons que les surfaces intégrales sont des 
surfaces engendrées par les courbes de ce complexe, associées suivant 
une certaine loi. Considérons une de ces courbes correspondant aux 
valeurs a ft , &„, c des paramètres, toutes les surfaces intégrales 
obtenues au moyen de fonctions ?, telles que 

*\> = ? («<>)> o = ç 1 (a ), 

passeront par cette courbe et seront tangentes entre elles tout le long 
de cette courbe, car les valeurs de p et g, qui, pour un point quel- 
conque d'une surface intégrale, sont données par les équations 

— -hp— = 0, -r- + g — = 0, 
dx dz ày dz 

seront les mêmes pour toutes ces surfaces. 
Plus généralement, soit 

z = O (x u ac f , ..., x n9 a i9 a f , ..., a n ) 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre à n variables, 

F (z, x i9 p k ) = 0. 
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Résolvons les équations 






qui sont compatibles, pourvu que z, x<, jj* vérifient la relation' 
F (z y x<, p k ) = 0, par rapport à a v a t , .•., a n ; on en tire 

a i = ?i (*> x i> A)* —1 «*■ = f ■ (** a?« A)- 

Posons en outre 

Si nous portons dans ces expressions les valeurs de a v a fï ..., «,, 
nous en déduirons pour &„ 6„ ..., b n des valeurs bien déterminées 

6 i = ♦•(*>«<» A)i ••> 6» = ♦•(*! *îi A)- 
Les 2n équations 

(17) J a,= <?« (1, »|, ft), (t = 1, 2, .,,, n), 

déterminent une multiplicité à une dimension composée d'éléments, 
quand on y regarde a { et b h comme des constantes ayant des valeurs 
déterminées. Par tout élément 2 , xf> pi, vérifiant la relation F ft = 0, 
il passe une de ces multiplicités, et une seule, donnée par les équations 

F = 0, * = tf, ♦» = «- 

Appelons caractéristiques les multiplicités qui viennent d'être 
définies. Pour démontrer que toute surface intégrale est un lieu de 
caractéristiques, il suffit évidemment de prouver que toute surface 
intégrale qui passe par un élément contient la multiplicité caracté- 
ristique issue de cet élément. Pour cela, reprenons le procédé de 
Lagrange pour déduire de l'intégrale complète i-êss % une nouvelle 
intégrale. Soient 

Ia ft = n ft (Of+i, ..., aj, 
«1 = Ma,*!, ...,«0, 
les relations qui lient a t , a„ ..., a„, que nous supposerons résolues 
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par rapport à a p ..>, a*. La relation 

-t— d»! + -r— da % + ... + —- da n = 0, 

qui doit être satisfaite, peut s'écrire 

da l — b t da t — ... — b n da n = 0. 

Remplaçons a u ..■,«, par leurs valeurs tirées des formules (18) et 
égalons à zéro les coefficients des différentielles dai+ ï9 ..., da % \ il 

vient 

à a, b du, dn, t 

àa, +l * dai+i '" àa t+ i 

dn « h dn * h dn < h -n 

■? — — 0, ^ — — ... — b, 3 — — b n = 0. 
àa n da. da K 

L'intégrale cherchée s'obtient en éliminant o„ a„ ..., a, entre 
l'équation 2 — 4> = et les équations (18) et (19) où 

*»I5:*53. = ' (ft = 2,3,...,n). 

Les valeurs correspondantes de p„ p„ ..., p, seront fournies par les 
relations 

On peut dire encore que l'on obtiendra toutes les relations qui lient 
les éléments de cette intégrale en éliminant o n a f , ..., a n entre les 
équations (18) et (19). et les équations 

(19)- * = *, ft = |î. 

Or cette élimination peut se faire comme il suit : des (n + 1) équa- 
tions (19)** on tire d'abord la relation F = 0, puis a { = <p< (z, a?<, p k ) 9 
et par suite & A = ty h (z y x„ p*). De sorte que l'intégrale considérée 
sera représentée par les équations (18) et (19), où on suppose a { et b h 
remplacées par les fonctions ?< et ty h , jointes à la relation F = 0. Les 
équations (18) et (19) ne dépendent que des (2n — 1) fonctions f p 
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•••> ?n» <k> •••> ^«î P 2 * 1 * conséquent, si elles sont vérifiées par les coor- 
données d'un élément 2°, #?, p£, elles seront encore vérifiées par 
tous les éléments tels que les fonctions ?< et ty h conservant la même 
valeur, c'est-à-dire par tous les éléments de la multiplicité 

f=o, „-„. *=«, (iî 4 2 ; 3, ::,:)• 

En résumé, sauf les intégrales singulières de Lagrange auxquelles 
le raisonnement ne s'applique plus, toutes les intégrales s'obtiennent 
en associant suivant une certaine loi les multiplicités caractéristiques, 
loi qui est exprimée par les relations (48) et (49). 

Pour montrer l'identité des deux définitions des caractéristiques, 
nous allons établir les équations différentielles des multiplicités pré- 
cédentes. Puisque z = $ est une intégrale complète de l'équation 
F = 0, on aura, quels que soient x {9 a i9 

F (*>*<>j?J= ; 

en différentiant par rapport à a?<, et par rapport à a„ il vient 

= o, 



1 dxi «™ dx k dXi 

(20) J« *- 'à'* (i = 1,2, ...,«). 

Écrivons les équations de la multiplicité sous la forme équivalente à 
la forme (47) 

(i = l,2,...,n), 
(fc=2,3,...,n), 

a ( et b k étant des constantes arbitraires. Nous distinguerons deux 
cas : 
1° Le déterminant fonctionnel 



l _ \ ÔX l âx »/ > Qm 



D (a t , ..., a n ) 
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Dans ce cas, on pourra maître les équations de la multiplicité sous 
la forme équivalente 

(1 = 1,2, ..., n), 

en introduisant une variable auxiliaire *, c,, c„ ..., c n désignant de 
nouvelles constantes* Les dernières équations donneront x v x„ ..., x n 
en fonction de *, et les premières donneront ensuite z, p l9 ..., p n . On 
aura alors 

dpi __ yT d*<P dx k 

dt jéi<to< (Ja; A oU 

tet* 4*4 dx k _ __ld± t 
fif l àa i Ox k dt ~ Ci ~~t daî 

Remplaçons dans cette dernière expression -r— par sa valeur tirée 
des équations (20), il vient 

fer d*$ rdx t pn n /. „ o n 

dx P 
Le déterminant des coefficients des expressions -r-* H — £ est le 

dt x ù 

déterminant I, qui est différent de 0, il faut donc que Ton ait 



c'est-à-dire 



On aura ensuite 





dx k 


S=* 




dx k 


: tz 


dp< 

dt ' 


— V 

t-rl 


do?| âx k tli 



et, en tenant compte des relations (20), 



d'où 



dt tZ 

— dp, dt 

Xi + p,Z — — Fz 
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Enfin, on aura 



dz 

dt 



dx, 



dx n 

dt ' 



nous retrouvons bien les équations (12). 

2° Supposons 1 = 0. Nous savons que, dans ce cas, tous les déter- 
minants mineurs du premier ordre ne peuvent être nuls. Supposons, 
par exemple, 

d(|* *S-Y 

\âx i <*#„_,/ 



D (a t , ..., a,.,) 



0. 



La condition 1 = exprime qu'il y a une relation entre les quantités 

à* à* . .,. . 

— > •••> -r — y car on peut aussi récrire 



Soit 



d(£ '*) 

D (x„ ..., xj 



celte relation. Si on y remplace les quantités — > (/i =2, 3, .,,, n) f 

par leurs valeurs — b h -r— > on en conclut que -r— et, par suite* toutes 
r ôa x ^ da i ,r 

les quantités -r— sont constantes le long d'une multiplicité. Les 

équations de la caractéristique peuvent donc s'écrire 

à* à* 

c i> c t> •••! c n étant des constantes liées par la relation ^ (c t , c„ .,,, <?.) 
= 0. Les n — 1 équations 






= o« 






= c«-i 



permettent d'exprimer x t , ..., x„_i en fonction de x m ^ et on aura 
ensuite z } p iy ..., p w , au moyen des premières relations. 
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Des équations précédentes on tire 

dp '=2*d^ k dXtt 

(22) {*-. ; t ^ 1 (* = 1,2, ...,-»). 

Nous savons, d'ailleurs, que, dans ce cas, F ne dépend pas de z y 
c'est-à-dire que l'on a Z = 0. Les relations (20) prennent donc la 
forme plus simple 

v-w ,*-. n (1 = 1,8,...,»). 

Les dernières équations (22) sont des équations homogènes et 
linéaires en dx k dont le déterminant I est nul, mais dont un mineur 
du premier ordre est différent de 0; par suite, ces équations admet- 
tent un système de solutions où les inconnues ne sont déterminées 
qu'à un facteur de proportionnalité près. Les dernières équations (20')" 
montrent que les quantités P* forment aussi un système de solutions; 
on doit donc avoir 

dx i dx t _^ dx n _ 

* i *t * * 

en désignant par dt la valeur commune de ces rapports. On a alors 
immédiatement 

en tenant compte des premières relations (20'). Quant à dz, on a 
toujours la relation 

dz=p t dx % -h ... 4- p n dx n . 

Il suit de là que les multiplicités définies en dernier lieu satis- 
font aux mêmes équations différentielles que les caractéristiques. 
D'ailleurs, on peut disposer des 2n — 1 constantes a«, b hy de façon 
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que l'une de ces multiplicités passe par un élément quelconque 2% 
X U VU pourvu que Ton ait F (3 , x, p , pi) = 0. Ce sont donc bien 
les caractéristiques. 

Considérons, maintenant, une intégrale complète définie par 
l'équation 

V (z, x v ..., x n} a l9 a % , ..., a n ) = 0, 
et soit 

z = Q(x i , ..., x ny a„ ...,a a ) 

la valeur de z obtenue en résolvant cette équation. Les caractéris- 
tiques auront pour équations, nous l'avons vu, 



D'autre part, on a 



ax { oa t oa h 



\ dz dx { dXi ' 
\ (/2 (/a, da { 

En portant ces valeurs de — > — dans les équations précédentes, 
on en conclut que, si 

V(z,x l9 ..., a?., a p ..., a„) = 
est une intégrale complète, les équations 



V = 0, — p! + — = 

(t = l,2, ...,n), 
représentent les caractéristiques. 



oa i oa h 

(h=2,3,„.,n), 



53. Nous avons vu (§ 50) que si on connaît les caractéristiques, 
on peut en déduire l'intégrale générale de l'équation (il); ce qui 
précède nous montre que, réciproquement, si on connaît une 
intégrale complète, on a immédiatement les caractéristiques- L'inté- 
gration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre ou 
la détermination des caractéristiques de cette équation sont donc deux 
problèmes absolument équivalents. 

Connaissant une intégrale complète d'une équation du premier 
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ordre, on peut se proposer de déterminer une intégrale satisfaisant à 
des conditions initiales données. En passant par l'intermédiaire des 
caractéristiques, le problème ne présente aucune difficulté. Propo- 
sons-nous, par exemple, connaissant une intégrale complète 

z = Q(x tJ ..., x n , a t> ..., a n ), 

de trouver une intégrale se réduisant, pour x t = x\> à une fonction 
donnée f (x t , ..., x n ). La caractéristique passant par un élément 
(*.°, x? f pê) sera représentée par les équations 

d<b . d<t> d<t> A (i = 1, 2, ..., n\ 

dXi âa i da h \h = 2, 3, ..., n/ 

les constantes a { , & A étant déterminées par les relations 

Pour avoir l'intégrale demandée, il faudra trouver le lieu des 
caractéristiques, lorsque l'élément initial satisfait aux relations 

L'élimination depj, ..., pi y b t , ..., &„ entre les équations précédentes 
conduit aux relations 

r _* ,_ & *••_.*• "*£_<>•. /i=l,2,...,n\ 
*""*' h ~ 9 V ^-^Tïi dxt~dFt' \k=2,3,... 9 n)' 

entre lesquelles il suffira d'éliminer a t , ..., a n , x° i7 ..., a?£ et X. On 
en déduit la règle pratique suivante (*) : 

Connaissant une intégrale complète d'une équation du premier 

ordre 

z = Q(x„ ..., x„ a t , -..., a n ), 

pour ofefentr une intégrale de la même équation se réduisant, 
pour x t = x\ y à une fonction donnée f (x„ ..., x n ) des autres 



(>) Maycr, Mathematische AnnaUn, l. lit, p. 452. 
G. Leçons. 
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variables, on éliminera a iy ..., a n , œj, ..., atf, X entre les (2n + 1) 

équations 

-A /-a <**•_■>£* àf L _d* ê /i=l,2,...,n\ 
Z __q>, ro _q> , -~-_ A ^> ^-^o' \fc =2 ,3,...,fl/ 

Remarque. — Il n'est pas nécessaire, pour intégrer l'équation (H ), 
d'avoir l'intégrale générale du système (12); il sufût de connaître 
les intégrales de ce système dont les valeurs initiales vérifient la 
relation F (z°, x, 9 , pi) = 0. Si on a intégré complètement le sys- 
tème (12), on aura intégré par là même l'équation F = a , où a Q 
désigne une constante quelconque. Réciproquement, soit 

z = $ (x t , x„ ..., x n , a t , a t , ..., a n , a ) 

une intégrale complète de l'équation 

F (*> x» Pt) = <V 
Les caractéristiques seront représentées par les relations 

<Ja? t . da i àa k 7 

(i = 1,2, ...,*), (/t = 2,3, ...,n). 

Ces équations donnent un système d'intégrales du système (12) 
dépendant de 2n paramètres arbitraires, et on voit aisément qu'on 
peut disposer de ces 2n constantes de façon que z, x iy p k prennent 
des valeurs quelconques données à l'avance; elles représentent donc 
l'intégrale générale du système (12). D'ailleurs, l'intégration du 
système (12) équivaut à celle de l'équation linéaire du premier ordre 

(23) (p t P t + ... + p.P.) £ + g j P, g - (X, +Pi 2) ^ } = 0; 

donc l'intégration de l'équation F = a et celle de l'équation 
linéaire (23) sont deux problèmes équivalents. 
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CHAPITRE VI 



Définition des expressions (<|<, 9) et [<|<, 9]. Première 
méthode de Jacobi. 



54. Nous avons vu (§ 53) qu'étant donnée P équation 

(4) F (x i9 x f , ..., x n , p v p„ ..., p n ) = a , 

qui ne contient pas 2, l'intégration de cette équation se ramène à 
celle du système d'équations différentielles 





dx 4 


— dp t 






dz 






X, _ 


P, 


Pt + 


... + 


P»P. 


Il suffira d* 


intégrer le 


système 












dXi 


-dp ( 

x, ' 




<« = 


= 1,2, 


..., » 



qui ne contient pas z et on aura ensuite z par une quadrature. 
L'intégration de ce dernier système est équivalente à l'intégration de 
l'équation du premier ordre 

D'une manière générale, nous poserons 

(à *\ — v"( ^i ^1 — ^ ^i * — V D ^' ? ) 

V,f « ( à Pi dx { dx { dp< J ~ £ D ( ft , x,)' 

Les expressions (4», 9), que nous rencontrerons souvent dans cette 
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théorie, sont connues sous le nom de parenthèses de Poisson. Avec 
cette notation, l'équation précédente peut s'écrire 

(2) (F,*) = 0, 

et, à une quadrature près, l'intégration des équations (1) et (2) sont 
deux problèmes équivalents. 

Nous ferons connaître immédiatement quelques-unes des propriétés 
des expressions (<J>, 9). On a 

(c,<p) = 0, 
(<P> ?) = °> 

(?> <W = — (4s ?)> 

c désignant une constante. Soit 

4 = F t (a, 0, y, ..., ^ X), 9 = F, (a, (î, y, ..* % X), 

où a, P, y? •••> ^ désignent des fonctions quelconques des variables 
x v a? t , ..., x ny p t , p„ ..., p n ; on aura 

le nombre des termes du second membre étant égal au nombre des 
combinaisons des lettres a, (J, y» •••> ^ deux à deux. La propriété la 
plus importante de ces parenthèses est la suivante : f, 9, <Jj étant trois 
fonctions quelconques, on a identiquement (*) 

((A ?)> +) + ((?> *)> f) + ((*. r>. ») = 0. 

En effet, chaque terme du premier membre est le produit d'une 
dérivée du second ordre par deux dérivées du premier ordre ; il suffit 
donc de prouver que ce premier membre ne contient aucune dérivée 
du second ordre. Nous allons montrer, par exemple, qu'il ne contient 
pas de dérivées du second ordre de f. Les termes contenant des 
dérivées du second ordre de f proviennent tous de 



(tt ?). +) + ((+, 0, <?), 



(i) Donkin, Pkilosophical Transactions, 1854. 
Jacobi, Xova Methodus, p. 42. 
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qui peut encore s'écrire 

(+, (?, n) - (?. (*, n)- 

Posons alors 

( 9 ,f) = X(f) (^, /-) = ¥(/), 

puisque ces deux expressions sont linéaires par rapport aux dérivées 
de f ; l'expression précédente s'écrit 

Y(X(fl)-X(Y(ft), 

expression qui, comme nous le savons (§ 24), ne contient pas de 
dérivées secondes de f. 

On déduit de cette identité l'importante proposition suivante, 
connue sous le nom de théorème de Poisson : 

Si a et (î sont deux intégrales de V équation 

(2) (F,*) = 0, 

(a, (}) est une intégrale de la même équation. 

L'identité 

((F, a), (j) + ((a, (1), F) + (((}, F), a) = 

devient, puisque (F, a) = 0, (F, £) = 0, 

((a,P),F) = 0, 

ce qui démontre la proposition. 

Il semblerait, d'après cela, qu'il suffirait de connaître deux inté- 
grales de l'équation (2), outre la fonction F, pour pouvoir achever 
l'intégration, puisque de deux intégrales on en déduit une troisième; 
en combinant cette nouvelle intégrale avec une des deux premières, 
on en aurait une quatrième, et ainsi de suite. Mais il peut arriver 
que (a, P) se réduise à une constante ou à une fonction des intégrales 
déjà obtenues. De sorte que, dans la pratique, le théorème, sans être 
en défaut, n'a pas toute l'importance qu'il parait avoir d'après son 
énoncé. On reviendra dans un autre chapitre sur l'application de ce 
théorème. 
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Considérons, comme cas particulier, deux fonctions ç et 6 linéaires 
par rapport aux variables p k , 



<b = a i p l + a t p t + ... + a n p ni 
9 = t>tPi + h tV* + - + KPn, 



et posons 



v/^x àf df df 

L'expression (<1>, ç) se réduit, quand on y remplace p< par *— £-* â 

x(y(/))-y(x(o). 

Si on a (<J>, ©) = 0, le système des deux équations X (f) ss 0, Y (f) 
= est jacobien. Soit f une intégrale de l'équation X (f) = 0, 
/"désignant une fonction des seules variables x i7 x f , ..., x^. On aura 

(+,/) = o, 

par suite /* et ? sont deux intégrales de l'équation 

(♦,*) = 0, 
et (ç, f) est aussi une intégrale de cette équation. D'ailleurs 

(?,/) = Y (0; 

nous retrouvons une propriété connue des systèmes jacobiens (§ 30). 
55. Considérons maintenant une équation contenant z 

(3) ?(Z,XiyPk) = <*o- 

Nous avons vu que l'intégration de cette équation se ramène à 
l'intégration de l'équation linéaire 

Posons, pour abréger l'écriture, 

d à d 

dx { dx { dz y 



Digitized by 



Google 



CHÀP. VI. — DÉFINITION DES EXPRESSIONS (^, <p) ET [<|>, <?]. i35 

l'équation précédente pourra s'écrire 






ou, avec une notation analogue à celle des parenthèses précédentes, 

m lf,*]=o, 

en posant d'une manière générale 

Les expressions [,] jouissent de propriétés analogues à celles des 
parenthèses (,); mais la propriété fondamentale ne s'étend pas aux 
crochets. Si U, V, W sont trois fonctions quelconques de z, x i7 p ky 

la somme 

[[U, V], W] + [[V, W], U] + [[W, U], V] 

n'est pas nulle. On démontre d'abord, comme pour les parenthèses, 
que cette somme ne contient aucune dérivée du second ordre. Or, 
on a 

fît in /tt m ^ (àVdU dUdV ) 

Les seuls termes qui ne contiendront pas de dérivées du second 
ordre dans [[U, V], W] proviendront de 






et seront 

tSi i àz dpi dz dpi S dXi 

Si on fait la somme des trois expressions analogues, on trouve qu'elle 
est égale à (*) 

£ [*. »] -£[»,*!■•.£ IV, "]; 
c'est donc une fonction linéaire des crochets [W, V], [U, W], [V, U]. 

(») Maycr, Matkrmatischc Annalen, t. IX. p. 370. 
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56. Première méthode de Jacobi. — En comparant les tra- 
vaux d'Hamilton sur la mécanique à la méthode de Pfaffj Jacobi a 
été conduit à une méthode d'intégration idenlique au fond à celle 
de Cauchy, qui était inconnue de Jacobi à cette époque (*}. Nous 
exposerons cette méthode avec la modification de Mayer (-). Suppo- 
sons avec Jacobi qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue, soit 



(5) 






une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre la fonc- 
tion inconnue V et les (n -f- 1) variables indépendantes t, x n «.,, x m7 

d\ 

résolue par rapport à la dérivée — • 

o t 

dV 

Posons t— = p { , nous pourrons alors écrire l'équation (5) sous 

la forme abrégée 

(5') ^ + H(*,a,,^) = 0. 

L'intégration de l'équation (5) se ramène à celle du système d'équa- 
tions différentielles ordinaires 



(6) 


dXi 

~dt ~ 




dt~ dx { } V 1 *"** 


'■*j 


n). 


En effet, soit 














V (t, x t 


, ..., x n} a v a t , ..., a n ) + a* +l 






une intégrale complète 


de l'équation (5), telle que Ton 


ait 








1 = 


_ \dx t 9 ' dxj ^ 
" D (a |f ..., O -< u » 







(1) Jacobi, i7^^r rf/c Réduction der Intégration der partieltrn Uifîertnhalçleickunfitn entier 
Ordnung %wmhen irgend einer Zahl variabeln auf die Intefinitmn fittrx fintigett Systrmr* 
yewOhnlhher Di/fetenlialgleichungen (Crelle, t. XVII, p. 97-IW2; ÙttimmUe Werfc, 1. ÏV, 
p. 50-127). Une traduction française de ce mémoire a été publiée dans le tome Ml du 
Journal de Liouville, l re série. 

Voir aussi Vorlesungcu ûber Dynamik, p. 30-4. 

(>) Maycr, Uber die Jacobi-Hamilton'sche Integraiionsmethoûr der partirtien Diffnrntittltflc 
chungen enter Ordnung (Xathematùche Annaten, t. III, p. 435; 
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l'intégrale générale du système (6) sera donnée par les formules 

(7) s;* 8 '* ^; = ^ (i=i,2,...,n), 

où &| désignent des constantes arbitraires. En effet, les 2n fonctions 
# u *.,, x^ p|, ..., p„ de t y définies par les relations (7), vérifient 
les équations (6); c'est un cas particulier de la proposition plus 
générale démontrée au chapitre précédent (§ 52). D'un autre côté, 
on peut disposer des 2n constantes a iy ^ de façon que, pour t = t oy 
x i% p k prennent des valeurs données à l'avance xf , p$. Réciproque- 
meut, je dis que si on a intégré le système (6), on aura une intégrale 
complète de l'équation (5) par une seule quadrature. En effet, soit 

(8) j m = » fc «., a v ..., a ny b b ..., b) = 

l'intégrale générale du système (6), où a iy a %y ..., a n désignent les 

valeurs initiâtes de p iy p„ ...,p n et b iy b t , ..., b n celles de x t , x„ 

...,»„, quand on fait * = f . Des n premières équations (8) on pourra 

D (x x ) 

tirer &„ b ty ..., & n , car le déterminant " *"' *' se réduit à l'unité 

pour t = t Qy et en portant ces valeurs dans les n dernières on 
aura les quantités p { exprimées en fonction de t y x { et a { . Donc, 
toute fonction des variables t y x iy p iy a iy b iy pourra s'exprimer soit 
en fonction des variables t y a iy b iy soit au moyen des variables 
t y x iy a { (*). Imaginons qu'on prenne d'abord pour variables indé- 
pendantes i, a { et bi. Posons 

t-n 

Pk 



6i <**>* 

et considérons la fonction 



\ = Ya k b k + f Ude. 

6î •"• 



(*) Jacob! prenait pour variables indépendantes f, x„ ..., x„, ft„ >„ ..., *». C'est M. Maycr 
qui a fait remarquer, dans le travail cité plus haut, que ces 2m + 1 quantités n'étaient pas 
nécessairement indépendantes. On pourra consulter sur ce sujet plusieurs articles de 
M. Darboux {Comptes rendus, t. LXXIX, p. 1488; t. LXXX, p. 160; Bulletin des Science* 
mathématiques et astronomiques, V série, l. VUI, p. 249), où, suivant les indications de 
N. Bertrand, il montre que la modification de Mayer n'est pas indispensable. 
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Si on exprime cette fonction V au moyen des variables t, x^ a^ 
on aura une intégrale complète de l'équation (5). Nous dési- 
gnerons par la lettre d une différentielle relative à un accroissement 
dt de la seule variable t 9 par 8 une différentielle relative à des accrois- 
sements la iy Ibi des seules variables a iy b { et par A la différentielle 
tofale, de telle sorte que Ton a 

A = d + 8, A V = dV -f- 8 V, Ax, = dx { + lx € . 

Calculons AV : 

dV = \Jdt, 

8V = 



D'ailleurs 



=2 (a * u * + bk îat) + X' BU di ' 



-2^^-jS^. ^ 



isl dx * 

Remplaçons - — et - — par leurs valeurs tirées des équations (6) ; il 
ox k ap k 

vient 

et en remarquant que 



On a donc 



/">U!l = y R 5*,-y"a,î6„ 

•/«• f™. £™. 



et, par suite, 



ou, en réduisant et remplaçant -r— dt par doc, . 
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car 

Otte relation entre les différentielles totales subsiste quelles que 
soient les variables indépendantes ; on doit donc avoir, en supposant 
V exprimée au moyen de z t x i9 a {y 

Cette fonction V vérifie donc l'équation (5); d'ailleurs, pour t = t , 
elle doit se réduire à a l x l -f- ... -t- a n x n > et le déterminant I se 
réduit à l'unité. Par conséquent, V -+• a n+i est une intégrale com- 
plète. 

L'intégration de l'équation (5) se ramène donc à celle du système 
canonique 







dx { 
~dt 




dpi_ 
dt 


dXi 




Toule 


intégrale 


*1> de ce système 


doit vérifier l'équation 


linéaire 


(9) 








(H,*) = 


0. 





On aura des intégrales indépendantes de t de cette équation, dans le 

cas où II ne dépend pas de t, en cherchant les intégrales de l'équation 

(H,*) = 0. 

Cest ce qui se présente dans les problèmes de mécanique lorsque la 
fonction des forces ne dépend pas du temps. 

Prenons le cas général; si a et (3 sont deux intégrales de l'équa- 
tion (9), (a, P) est encore une intégrale. La proposition a déjà été 
établie lorsque a et (i ne contiennent pas t. Si a et (3 contiennent t, 
introduisons une nouvelle variable auxiliaire T correspondant à t 
comme p { correspond à x t . Posons 

et 

H t = H + T. 

Considérons l'équation 

((H 1 ,*)) = 0; 
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elle s'écrit 

( H,*) + ____ = 0, 

et se réduit à l'équation (9) si <ï> ne dépend pas de T. Donc, si * et £ 
sont des intégrales de l'équation (9), on aura 

((H tr a)) = 0, ((H t ,») = 0, 
et, par suite, 

((H 1 ,((«,P)))) = 0; 
or 

et on a la relation qu'il fallait démontrer 

((H t ,( s , W )) = (H,(a, W )-,^ ) = 0. 

Supposons que les équations (6) soient les équations différentielles 
d'un problème de mécanique, où t représente le temps; si % = Const*, 
{1 = Const. sont deux intégrales premières de ce système, Texpres- 
sion (a, (5) sera aussi une intégrale et, par conséquent, conservera 
une valeur constante pendant toute la durée du mouvement. C'est 
sous cette forme que Poisson (*) a obtenu son théorème. 

Remarque. — Nous venons de montrer que de toute intégrale 
complète de l'équation (5) on déduit l'intégrale générale du sys^ 
tème (6), et réciproquement lorsqu'on connaît l'intégrale générale 
du système (6) on a, par une seule quadrature, une intégrale compïêie 
de l'équation (5). Mais l'intégrale complète que Ton obtient ainsi 
n'est pas une intégrale quelconque, c'est l'intégrale complète qui, 
pour t == t , se réduit à a % x K •+■ a, x t h- ... a n x n . Il est aisé de 
vérifier que lorsqu'on connaît déjà une intégrale complète quelconque 
<J> (t, x l9 x f , ..., x ny c,, c,, ..., c n ) de l'équation (5}> la quad rature 
précédente s'effectue immédiatement. En effet, l'intégrale générale 
du système (6) sera donnée par les équations 

£<=*» Â =di ' ********* 

(M Journal de l'École polytechnique, 15* cahier. 
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Soient «, et b { les valeurs initiales de p t et œ<; posons 

♦• = + (*0> b i> b t> -•> b n> *i» C„ ..., C»), 

od devra avoir 

^- a ° <>c, " 
et alors l'intégrale. cherchée sera donnée par la formule 

v =l> + X'||>^- H i d '' 

ou 

on prenant pour variables indépendantes t, c t -, d^. On aura donc 

ii— 1 

On en conclut (*) qu'étant donnée une intégrale complète quel- 
conque ^ de l'équation (5), l'intégrale qui, pour t = t , se réduit 
à a! x i -h ... -4- a n x n , a pour expression 

les constantes 2> { , c { se déduisant des équations 

db { ~ a " dc-àï' (»-l,2,..-,n). 

(M Maycr, Uathemalische Annalcn, t. VI, p. 167. 
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CHAPITRE VII 

Méthode de Jacobi et Mayer. 



57. Les méthodes précédentes, sauf celle de.Lagrange et Charpit, 
ramènent l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre à l'intégration complète d'un système d'équations 
différentielles ordinaires. On doit à Jacobi une autre méthode dans 
laquelle on a à chercher successivement une seule intégrale de 
plusieurs systèmes complets. Jacobi était en possession des principes 
essentiels de cette nouvelle méthode dès 4836 (*). Il l'a enseignée 
pendant longtemps à l'Université de Kœnigsberg, mais ce n'est 
qu'après sa mort qu'elle a été publiée par le3 soins de Clebsch, 
en 1862 (*). Dans cet intervalle, la plupart des théorèmes de Jacobi 
avaient été retrouvés par différents géomètres, Liouville ( 3 ), Bour (*), 
Donkin ( 5 ), etc... En particulier, Bour a montré que la méthode de 
Jacobi s'étendait sans difficulté aux systèmes d'équations simultanées. 
Néanmoins, on a conservé à cette méthode le nom de méthode de 
Jacobi. Enfin, les travaux plus récents de M. Mayer sur les systèmes 
d'équations linéaires ont permis de diminuer beaucoup le nombre 
d'intégrations exigé par l'emploi de cette méthode. 



{*) Voir une lettre du 29 novembre 1836, adressée à M. le professeur Knke, secrétaire de la 
classe des Sciences mathématiques de l'Académie de Berlin. Journal de Crelle, t. XVII, p. 68- 
82; Gfsammelle Werke, t. IV, p. 41 ; Journal de Liouville, t. III, 1™ série, p. 44. 

(*) Jacobi, Nova Methodus œqualiones differentiales partiales primi ordinis inter numerum 
variabilium quemeunque propositas integrandi (Journal de Crelle, t LX, p. 1-181). 

Voir aussi Yorlesungen ûber Dynamik; possim. 

(») Cours du Collège de France de 1853. 

(*) Bour, Sur l'intégration des équations différentielles partielles du premier et du second 
ordre (Journal de VÊcole polytechnique, 39* cahier). 

<>) Donkin, Philosophieal Transactions, 1854. 
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58, Nous commencerons par généraliser la définition de l'intégrale 
complété de Lagrange. Considérons une équation 

(1) V (s, m x„ ..., x n> a i9 a t , ..., *»„_„+,) = 0, (p > 1), 

définissant une fonction z des variables x iy a? t , ..., x n et de (n — p + 1) 
paramètres arbitraires a„ a„ ..., a n - p + x . Si nous considérons, dans 
cette équation, les paramètres comme des constantes, l'élimination de 
ces paramètres entre l'équation (1) et les équations 

àV àX 

âz 
où on a posé p s sa y- » donnera, en général, p relations distinctes 

seulement entre z, ac t , cc t , ..., x nJ p iy p„ ..., p w 

( F l (*> #1» ••> X n> Pv —> Pn) = 0> 

(3) ; 

( F P (*> X i> •••> X n> Vu •••> P») = 0, 

et nous désignerons encore, comme précédemment, la fonction z 
définie par la relalion (4) sous le nom à! intégrale complète du 
système d'équations aux dérivées partielles simultanées (3). Nous 
allons voir que, dans ce cas encore, la connaissance d'une intégrale 
complète du système (3) permet de trouver toutes les autres intégrales. 
En effet, les équations (3) provenant de l'élimination de a i9 a„ ..., 
(*„_„+! entre les équations (1) et (2), la recherche d'une intégrale 
commune revient à la recherche d'un système de fonctions z, a â , a t , 
..., a.,-,, + 1 de x iy x ty ..., x n vérifiant les équations (1) et (2). On 
peut évidemment remplacer le système (1) et (2) par le système des 
deux équations (1) et (4), 

(4) ji, da > + as; da * + - + da^r l da — = °> 

celte dernière équation étant obtenue en différentiant l'équation (4) 
et en tenant compte des équations (2). On peut satisfaire aux 
équations (1) et (4) de diverses manières : 
1° En prenant 

a 1 = C*, ..., a n - p+l = C* 

on retrouve Yintégrale complète. 



Digitized by 



Google 



144 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

2° En prenant pour z, a v ..., a„_ p+ i des fonctions satisfaisant 
aux équations 

v=o, 
£ = o ".* 

L'élimination de a v ..., a*- p + 1 entre ces équations fournit une 
intégrale qui ne contient rien d'arbitraire et que nous appellerons 
intégrale singulière. 

3° Si Tune des quantités •— est différente de 0, il existera au 

OCLi 

moins une relation entre a,, a„ ..., a m -. p + u Supposons qu'il y ait 
k relations distinctes entre a v ..., a % - p + x et h seulement 

/t( a i> •••> «»-p+i) = °> •••> /*(«!> m.| a.,^+1) = 0; 

on devra pouvoir trouver k facteurs X t , X„ .,.> a h tels que Ton ait 
identiquement 

dV àV 

— da t -4- ... -f- — da;_ p+l = X t d/; H .*. -h l t df k3 

aa l c/a H _ P 4.i 

c'est-à-dire 

- — = A. -r — -H ... -h hi - — * 

ôa % l da i àa i 

à? _> àf t df k 

— — A t 3 h ... -+• À* 3 

da n - p+i odn-p+x da M ^ p+t 

En éliminant a t , ..., a N _ p + I , X t , ..., \ k entre ces relations, l'équa- 
tion (1) et les relations f i = 0, ..., f k = 0, on aura une intégrale du 
système (3) dépendant de k fonctions arbitraires que nous nommerons 
Yintégrale générale. 

59. Réciproquement, étant donné un système d'équations aux 
dérivées partielles simultanées, tel que (3), il n'existe pas nécessai- 
rement des intégrales communes à ces équations. Nous allons voir 
dans quelles conditions il en est ainsi, et comment on pourra les 
obtenir. Nous supposerons, avec Jacobi, que les équations ne 
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contiennent pas la fonction inconnue; soit 



(5) 



/ F, (ac t , ..., x n , p t , ..., p n ) = 0, 
( ^(Xp ..., x H9 p v ...,p w ) = 



un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
distinctes et algébriquement compatibles. Le problème de Tintégra- 
liuu peut être pose" ainsi : Déterminer n — jjl fonctions 4> t , ..., <£,,_$* 
ûex v ..., a:,, p (> ..., p., telles que les valeurs de p iy ...,p„ tirées du 
système d'équations 

F t = Q, .„, F^O, * t = 0, ..., 4> u -p = 

rendent l'expression 

p l dx i -h p s dx t + ... 4- p n dx n 

différentielle exacte. Si *,, ..., & n ^y. contiennent chacune une 
constante arbitraire, en effectuant la quadrature 



t=jp i dx l 



+ ... +p n dx n 



on introduira une nouvelle constante arbitraire et on aura une 
intégrale complète du système (5). 

Théorème. — Si les deux équations F = 0, H = ont une 
intégrale commune, cette intégrale vérifie V équation 

(F,H) = 0, 

qui est aussi du premier ordre. 

En effet, supposons d'abord que p n p„ ..., p n soient des fonctions 
quelconques de x v x t > ..., x n satisfaisant aux équations 

F = 0, H = 0; 

on aura, en différentiant la première par rapport à x i9 

d¥ xïdFdp k 



âx; jfc* dp k âX{ 



G. Leçons. 10 
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Multiplions cette équation par — et ajoutons toutes les équations 
analogues; il vient 

2à dx { dpi + £* & dp k à p { àx, ~ 

Permutons H et F et remarquons que, dans la somme double, on peut 
permuter les indices i et k; nous aurons de même 

Jïf à Pi dx t 2à Zé x àp k dpi dx k 
Par suite, en retranchant membre à membre, il vient 

m m v\ .*. V V dF d H Pt* d *\ - o 

(6) ( E,i) + 2 i 2 f -^---J-0. 

Si Pi» Pu ..•» Pn son t ^ es dérivées partielles d'une même fonction 
de x v ..., x n , on a 

$h — ( LE± = o 
dx { /)x k ' 

quels que soient i et k et, par conséquent, 

(H,F) = 0. 

Nous voyons donc que toute intégrale du système (5) sera aussi une 
intégrale de toutes les équations telles que 

(F a ,F p ) = 0, 

que Ton peut former en combinant deux à deux ces équations (5), 
On pourra donc adjoindre au système proposé celles de ces équations 
qui forment avec elles un système d'équations distinctes et, en 
continuant de la sorte, on arrivera nécessairement soit à un système 
d'équations distinctes en nombre supérieur à n qui, par suite, 
n'admet pas d'intégrales, soit à un système de m équations (m < n), 
tel que toutes les équations 

(F a ,F p ) = 

soient identiquement vérifiées, ou soient des conséquences algébri- 
ques des précédentes. 
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On peut toujours s'arranger de façon. à constater l'impossibilité du 
problème, ou à être ramené à un système tel que toutes les paren- 
thèses (F a , Fp) soient identiquement nulles. En effet, supposons qu'on 
ait un système de.jx équations; résolvons ces équations par rapport 
à )ji des quantités p t , p t , ..., p n7 ce qui doit toujours être possible, 
car sans cela l'élimination de p v ...,p„ conduirait à une relation 
entre les variables indépendantes x i9 x,, ..., x n et le système proposé 
serait évidemment incompatible. Soit 

[ Pi" fi (Pl* + 1> ••> Pn> &V •-> ^n) = °> 
( Pp—U(PV> + l> —>P«> X l> •••> »0 = ° 

Je système ainsi obtenu; formons les parenthèses 
(P* — U 9 Pp — ff) = 0; 

les premiers membres de ces équations ne contiennent aucune des 
quantités p u p H ,.., p^; elles ne peuvent donc pas être des consé- 
quences des précédentes et fournissent de nouvelles équations si les 
parenthèses ne sont pas identiquement nulles. En résolvant les 
nouvelles équations par rapport à certaines des quantités Pp. + i, 
..., p n et en continuant de la sorte, nous arriverons finalement, 
si le système proposé n'est pas incompatible, à un système de m 
équations du premier ordre 

F 1 = 0, ..., F m = 0, (m^n), 

tel que toutes les parenthèses (F a , Fp) soient identiquement nulles. 
Un tel système a été appelé par M. Lie système en involution. Nous 
dirons aussi souvent, pour abréger, que les fonctions F â , ..., F w 
sont en involution. 

La recherche des intégrales communes d'un système d'équations 
du premier ordre se ramène donc à la recherche des intégrales 
communes d'un système en involution. 

60. On trouve immédiatement ces intégrales communes si m = n, 
ainsi qu'il résulte de la proposition suivante : 

Théorème. — Soit 

F 1 = 0, ..., F„ = 0, 
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un système en involution tel que le déterminant 

R = D(F t ,-,.,r.) 

D(Pi, ->Pn) 
ne soit pas identiquement nul. Si on résout les n équations 

F 1 = a 1 , ..., F m = a n9 
par rapport à p v p t , ..., p n , 

Pi = <W (*v •••> x »> a t> •••> «i.)» (i = i,% *•*, n), 

les valeurs dep i% ..., p n ainsi obtenues rendent l'expression 

p, dx t + ... +p n dx n 
différentielle exacte. 

On aura, en effet, 

(F a -a a ,Fp~a p ) = (F a ,F p ) = 0, 

et, d'après un calcul fait plus haut (formule 6), les fonctions p l9 
...,p n ainsi définies doivent vérifier les relations 

y y El? 1!ë ( d JEi _ ûpi\ = n 
tst ci â P* d v* W< âx J 

(a, (5 = 1,2, ...,n). 

Prenons les n relations de cette espèce où l'indice [3 conserve la 
même valeur; elles peuvent s'écrire 

et d Pi 6i <**>* w*« <>**/ 

Si on prend pour inconnues les quantités 

k yàFp/dpt dpA 
JTÎ d Pk \ àx i àxj 

le déterminant des coefficients est précisément le déterminant R. Ce 
déterminant n'étant pas nul quand on le suppose exprimé au moyen 
de x iy ..., x„, p i9 ..., p„ il en sera évidemment de même quand on 
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y rein placera p v ..., p n par les valeurs 

p t = fy (x„ ..., x H > a lt ..., a„), 

car cette substitution revient à un simple changement de variables. 
On aura donc 

'""cJFp {dp k dpi\ 



y £Fp /à£k__ àPi\ =0 
|Ti àpt \àxt dxj \ 



et de ces nouvelles équations on déduira, en raisonnant comme tout 
à l'heure, les relations 

àpj = àp k 

dx k dx { 
Par suite l'expression 

p i dx i -t-, ... +p n dx n 

esl une différentielle exacte et la fonction 

z sa # (x^ „. f x ny a„ ..., a n+l )=j(p i dx { + ... -h p n dx m ) + a n +i 

est une intégrale commune aux équations 

F â = a â , ..., F n = a n ; 

le problème est donc résolu pour un système en involulion de 
n équations. 

Si dans la fonction 4> précédente, on attribue à a v ..., a m des 
valeurs déterminées, on a une intégrale commune des équations 

F 1 = a 1 , ..., F m = a ol , (m<n)> 

qui contient encore n — m + 1 constantes arbitraires, a m + i, a m + f , 
• ••> «» + i; c'est donc une intégrale complète de ce système. D'ailleurs, 
c'est une véritable intégrale complète, car le système d'équations 

* = *> P * = dx-: "" * = dZ 
est équivalent au système 

z = 4>, F 1 = a 1 , F t = a t , ..., F m =a m9 F m+ i = a m+1 , ..., F n =a l% , 

et il est clair que l'on ne peut éliminer a m + 1 , ..., a„, a n+1 entre les 
équations 

z — *•, F**! = ew,, F n = a.. 
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Plus généralement, nous pourrons trouver une intégrale complète 
de tout système de la forme 

l <W(Fi>--.>F*) = 0, 

( ^(F f , ...,^ = 0, 

si F t , ..., F n forment un système en involution, car il suffira de poser 

F 1 = a l , ..., F n =za„ 

les constantes a t , a t , ..., a n étant liées par les relations 

pour avoir une intégrale complète du système proposé par une quadra- 
ture. Cette remarque s'appliquera, en particulier, chaque fois que 
F â ne dépend que de x â et p l7 F, de x t et p,, etc., F. de x^ et p m 
seulement. 

61. Revenons au cas général. Nous pouvons conclure de ce qui 
précède que la recherche d'une intégrale complète du système en 
involution 



F t = a i9 F 2 = a„ 



F w = a m (m < n), 



est ramenée à la détermination de n — m fondions F M + Iî ..., F H , 
formant avec les premières un système en involution et telles que le 
déterminant fonctionnel 

D (F„ -, F») 

ne soit pas identiquement nul. 

La fonction F w + l , par exemple, doit vérifier les m équations 
linéaires 



(F 1 ,*) = 0, 



(F„,*) = 0; 



œs m équations forment un système complet. En effet, on a 
l'identité 

((F*, F p ), 4») + ((F ? , ♦), F.) + ((*? F,), F p ) = 0, 
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c'esUà-dire, puisque 

(F a ,F p ) = 0, 

(F a ,(Fp,4»))-(Fp,(F a ,«l>)) = 0. 

Posons 

(F a ,*) = X a (*), 

(Fp,<ï>) = Xp(<I>), 

l'identité précédente devient 

X«(Xp(<î»))-Xp(X i ,(*))=0, 

ce qui démontre bien la proposition. Supposons alors qu'on ait 
déterminé «ne intégrale F m + i de ce système complet, qui soit 
distincte de F n ,.., F w , considérée comme fonction de p l9 ..., p n ; on 
cherchera ensuite une intégrale du système complet de m -h 4 équa- 
tions 

(F^^O, ..., (F u ,*) = l (F M+1 , *) = 0, 

qui soit distincte de F n ..., F w+1 , en tant que fonction des p, et on 
continuera de la sorte. Enfin, quand on aura trouvé une intégrale du 

dernier système > 

(F â ,<ï>) = 0, ..., (F..,, •) = (>, 

on aura une intégrale complète par une quadrature. En appliquant 
la méthode de Mayer, la recherche d'une intégrale du premier 
système complet exigera une opération d'ordre 2n — 2m, car nous 
avons un système complet de m équations à 2n variables indépen- 
dantes dont nous connaissons m intégrales F t , ..., F m . Nous aurons 
ensuite à faire successivement des opérations d'ordre 2n — 2m — 2, 
2n — 2m — 4, ..., 4, 2 et enfin une quadrature. En particulier, 
pour intégrer une seule équation, il faudra faire successivement des 
opérations d'ordre 2n — 2, 2n — 4, ..., 4, 2, tandis que la méthode 
de Cauchy exige que l'on fasse des opérations d'ordre 2n — 2, 
2n — 3, 2n — 4, ..., 3, 2, i. Dans la méthode de Cauchy, chaque 
intégrale nouvelle permet d'abaisser d'une unité l'ordre du système 
d'équations différentielles; avec la méthode de Jacobi et Mayer* 
chaque intégrale nouvelle permet d'abaisser de deux unités l'ordre 
du système d'équations différentielles dont on a à chercher une 
intégrale. 
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Remarque. — Dans la pratique, il arrive quelquefois qu'on peut 
simplifier les calculs précédents par différents artifices. Par exemple, 
étant donnée une équation de la forme 



(A) 



F (X %9 X s y ..., X„ P iy ..., P n , (p,, ..., f m ) — Û, 



où Çj, ..., y m désignent des fonctions de cc â , x,, ».., x A7 p v ..., p», 
toute intégrale du système 



w 

m\ ( ?1 = a *> '"> ** 



^n> Pi? •"> PnJ «i> -ï O — 0, 



où a p ..., a m sont des conslantes quelconques, satisfait évidemment 
à l'équation (A). Si ce système (B) est en involution, il adineltra une 
intégrale complète avec n — m constantes arbitraires et cette inU*- 
grale, dépendant en outre de a iy ..., a m , sera une intégrale complète 
de l'équation proposée. Pour que le système (B) soit en involulion, il 
faut et il suffit que Ton ait 

(?«, 9k) = 0, (H, ? <) = 0. 

C'est ce qui arrivera, par exemple, si <p t , ..., f m H ne renferment 
que des couples de variables différents (x i9 p t ). C'est à ce procédé 
que M. Imscbenetsky ( ! ) a donné le nom de séparation des variables» 
Prenons, par exemple, l'équation 

F = ir + P|X| (» + Pi ) + - xt%XiV * ~ pï ** = 0; 



posons 



p\x k = a t , p % x % = a%t 
H = ~ -f- a, — 4- a % p % + a\ x t — a t = 0, 



x t 



x t 



et nous avons un système en involution. Nous pourmns opérer avec 
ce système comme avec la première équation. Posons pour cela 



Pi 
x A 



?±-> 



a îPs + a \ x % — a i + a i =* 0, 



(t) Imscbenetsky, Sur l'intégration dex équations aux dêrirées partielle* en prtmtir ordre^ 
p. 75. 
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on tire de là 

— a % ±Va*+4a t x l a' a. — a t —a\x* Va* 

Une quadrature facile donne une intégrale complète 

62. Les paragraphes précédents contiennent l'exposition de la 
méthode de Jacobi sous sa forme générale. Nous allons maintenant 
faire connaître la marche même des opérations suivie par Jacobi. 

Lemme. — Soient H,, H,, ..., Hp, j* fonctions distinctes de x i9 ac„ 
...,#„, p v p i} ..., p n et telles que le déterminant 

DÇH p ...,1^) 
D (Pt> •••» P?0 

soft différent de 0; st ou tire des équations 

H ft = a ft , ..., U|fc = a|i, 
Pn Pu •••> Pf* en fonction des autres variables, 

Pi = <W (Pn+i, •••> P», «i» •••> »»)i (» = *> 2 > ••■> l*)> 
et si ou a identiquement 

(H o H*) = 0, (t, * = 1, 2, ..., pi), 

on a aussi identiquement 

(Pi — toP* — ♦*>=0. 

On pourrait déduire ce résultat de ce qui précède; nous allons en 
donner une démonstration directe. Les fonctions <]/ 19 ..., typ, satis- 
faisant à l'équation H a = a a , on en déduit, en différentiant par 
rapport à x iy 

dxi <£* dp k dxi ' 
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ou, comme -^ = VT * — — > 
âXi dx { 

W t - 2{ Jf t dx< ' ( * ~ *' 2 ' -' ">• 

On trouve de même 

d Pi ÏTl d Pk à P* 

(i = p. -f- d , p. H- 2, ..., n), 

et il est évident que cette relation est encore exacte pour 

i=l, 2, ..., p. 

Écrivons les relations analogues pour Hp, formons l'expression 

^H p ^H g dHpàHg 
dp { dx { dx { dpi 

et sommons par rapport à t, il vient 

= (H,,H.,="f'!^^ ? ,-*, >y .- W . 
Le déterminant fonctionnel 

étant différent de zéro, on en conclut, comme plus haut, que Ton 
doit avoir 

(Ph — <h> Pt — <W) = 0. 

Cela posé, considérons le système en involution 

(7) p t -^ = 9 p t -* t = 0, ..., p.- 4^ = 0, 

où <|/ p <J/ f , ..., i|> m désignent des fonctions de p« + i, ■ ■■, p mJ x ir x %y 
..., x n . D'après la méthode générale, on cherchera d T abord une inté- 
grale du système 

(Pi - *i. = 0, .-, (Pm - U f) ~ 0, 
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qui s'écrit 



(8) 



EL + y (*±i*L-i±i *l\+yt*i*l=o 

dx t i-T+.W^* dp t dxj &dx h dp K 

\ *l + y (^atÉL-^ÉL\ + y^ÉL = 

[ dx m ,.T + t' di( *^ àp t dxj &dx k dp i 

C'est un système jacobien où les coefficients ne contiennent pas 
?',- Pu "uPmt nous aurons donc encore un système jacobien en lui 
adjoignant les équations 

àp~' àp-°> -' d Pm -°> 

et Je système (8) prend la forme 

âx i k JT+ 1 1 dx * d P* â P* âx * ^ 
(i=l,2, ^ f m) t 

II ne contient que les 2n — m variables 

X if ... 5 X u9 J?j*-H* '*M Pi 



i r*< 



Soit f x {pm + M -^ P*, ^v ~"> #n) un ^ intégrale de ce système; nous 
adjoindrons l'équation f t = a 4 au système (7) et, en la résolvant par 
rapport à ;>„ + ,, 

Fm+l = & m +i {Pm+1, .—J P«> X t , ,.., % ttj), 

nous aurons à considérer le système 

j9 t — cy t =:0, p,— gj,=0, ..., p,*— ^=0, JWi — Gr m +i — 0, 

où cr 15 u t , ..., u m désignent ce, que deviennent $ t| 6 tt ..., <J^ quand 
on y remplace J5 m + l par u w + i. Ce système sera également en 
involution, d'après le lemme précédent, et on aura à chercher ensuite 
une intégrale du système jacobien de m + 1 équations à 2n — m — 1 
variables 

(Pi — <*!> f) = 0, ..., Qwl — cw„ f) 5= 0, 
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et ainsi de suite. On arrivera enfin à un système d'équations donnant 
les valeurs de toutes les dérivées 

p 1 -n 1 = o l ..., Pn — u n = o t 

et tel que l'on ait 

(Pi - H p k - U k ) = 0, 



c'est-à-dire 



àx k àXi 



et, par une quadrature, on aura une intégrale du système proposé 
dépendant de h — m -+- 1 constantes arbitraires, c'est-à-dire une 
intégrale complète de ce système. 

En suivant la marche que nous venons d'indiquer, on a immédia- 
tement des systèmes jacobiens réduits au plus petit nombre de 
variables possible. 

Exemple. — Considérons le système 

F i = PtPk — x * x * = °> 
F *=P*Pz — x t x k = 0. 
Formons (F t , F f ) : 

( F i> F «) = — Pk*k + P» x z + P* x * - Pi »| = °* 

Cette nouvelle équation est distincte des deux précédentes, Le système 
de ces trois équations est équivalent au suivant : 



x t x * ■ n x i x k 

~ P: Pi' 



P ±Xm "T* XtXmX^ — !— \P*X* ~~~ X, ' . X % I 

Considérons en particulier le système que l'on obtient en prenant le 
signe ( — ) dans la dernière équation, il s'écrit 



Pk 
C'est un système en involution, il est aisé de s'en assurer. Nous 



p i î— * = 0, p % ^ = 0, p t î— * S5 0. 
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avons alors à chercher une intégrale du système linéaire jacobien 

EL + X 1^I ÏL = 
[ âx { p\ àx k 9 

1 âx t x t dx k x È àp k 



èf + XiXt âf __ 
à x i ï>\ àx k 

Appliquons la méthode de Jacobi à ce système (§ 34). La première et 
la dernière équation admettent l'intégrale évidente f = p k et, en la 

substituant dans la seconde, le résultat est — ; cherchons donc une 

intégrale de la seconde de la forme /*= (p 4 , x t ); devra satisfaire 
à l'équation 



c'est-à-dire 



Lt système 



â * .àb p k _ 
ox % op k x t 

àb àb 

1 dx t r% dp k 

dx s __ dp k 



p 
a pour intégrale — = a ; par suite, on a 



x { 



p k = ax t , Pi = °^> P* = ax„ P» = ?' 
ce qui donne l'intégrale complète 

Xm Xm _ 

z = - 1 — • -f- a x*x k -t- b. 
a 

63. Nous avons vu, dans ce qui précède, que l'intégration d'un 
système en involution 

F t = 0, ..., F m = 0, 

se ramenait à la détermination de fonctions F M + i, F w + „ ..., F n des 
variables x i9 x f , ..., x nJ p v ...,p„, formant avec celles-ci un système 
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en involution et telles que le déterminant 

R = D(F 1> F t ,...,F n ) 

soit différent de zéro. M. Mayer (*) a montré que cette dernière restric- 
tion n'était pas nécessaire. Il s'appuie pour cek sur les remarques 
suivantes : 
1° Considérons p. équations 

formant un système en involution, et telles que 

On pourra les résoudre par rapport à p l7 ...,pp et les mettre sous 
la forme 

p 1 = ^ 1 , ..., p^ = ^ 

Soit H une fonction de x i7 p k telle que Ton ait 

(F„H) = 0, (t = l,2,..^), * 

et <P ce que devient cette fonction quand on y remplace p 15 .*, t py, 
respectivement par ty v ..., <J^, je dis qu'on aura 





(Pi -♦«, •) = <>, (i = l,2, ,.., tf. 


En effet, on 






da\- «te, ^ àp k àx { 


ce qui s'écrit 








et, de même, 









(») Maycr, U eber eine Erweilerung der Lie'schen IntegrationmethotU iHulhmatisckt Ânnûlen t 
t. VIII, p. 313). 
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D'ailleurs, 



Èx.~2ddp> àx { 

=2- 



**'«_*V<?*V<MP/>-<h) 



donc 

Puisque» par hypolhèse, on a 

(F„Fp) = 0, (F„H) = 0, 

on en conclut d'abord que Ton a (§ 62) 

(Pt — <k, Pa — <h) = 0> 
et, par suite, on aura aussi 

% S (p * ~ *" * } = °' (a = 4 ' 2 ' -' ^ 

et enfin 

(A-*b*) = 0, (ft = 1,2, ...,|*). 

2° Supposons qu'on ait trouvé des fonctions F m + i, ..., F,, telles 
que si on les joint aux fonctions F t , ..., F OT , on ait un système en 
involution 

F, = a v ..., F m = a m , F m+l = a m + u ..., ¥ n = a n , 

et supposons qu'on ne puisse résoudre ce système par rapport à 
Vit Pu •••>?*• Imaginons, pour fixer les idées, qu'on puisse résoudre 
les (A équations 

F 1 = a 1 , ..., Fp = ap, G*^m), 

par rapport à p if p„ ..., Pi* 

Pi — <W = °> •••> Pfl — 4*1 =.0, 

et qu'en portant les valeurs de p v ..., p^ dans Fjx + i , ..., F,,, ces 
équations deviennent 



4>l* + x = a{M.i, ..., *„ = a, 



'iO 
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les fonctions ^V + i> •••> *• ne contenant aucune des quantités 
Pn + 1, ..., p n . Ces dernières équations pourront être résolues par 
rapport à xji + l , .".., x n . On a, en effet, en vertu de ce qui précède, 

(P. — <W, **) = 0; 

les fonctions <!>* satisfont par conséquent à un système jacobien résolu 

par rapport à - — , ..., - — ; elles sont donc distinctes, considérées 
r rr âx t àxp 

comme fonctions de #1*4.1, ..., x n (§ 27). On en conclut qu'étant 

donné un système quelconque en involution de n équations 

distinctes, on peut toujours choisir un système de variables 

ccpt + i, ..., x n tel qu'on puisse résoudre ce système d'équations par 

rapport à 

Cela posé, imaginons que Ton fasse le changement de variables 
suivant. Prenons pour nouvelles variables indépendantes x i7 ..., x^, 
que nous appellerons x[, ..., x[i, etp^ + i, ..., p* que nous rempla- 
cerons {Jar œfi + i, ..., x' ny et pour nouvelle fonction 

*' = * — PH + l ^l* + l — — — Vn&n> 

on aura 

dz f = dz — Pja+i da>+i — ... — p n dx m 

— dPn+i a>+i — «*• — ^P* *«> 

= Pj dx[ -f- p t dx' t -t- ... -+- P|* dx^ 

— #|*+l dx}i + i — ••■ — &n ^ x » 






io 



on en conclut qu'il faudra poser 

Pi = Pv •••> P\*=P'v-> x v>+i = — Pi*+i, ■■■? œ * = — Pi» 

pîj • ••> pi désignant les dérivées de 2' par rapport à scj, ..., av Le 
système proposé, par ce changement de variables, sera remplacé par 
le système 

F[ = a l9 ..., F; = a„, 

qui sera en involution, car on aura identiquement 

(F,.,F i .) = (F;,F;), 

et y de plus, pourra être résolu par rapport à pj, p' v ...» p' A . On saura 
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donc trouver une intégrale complète du système FJ = a p ..., T» 
= a w , et la transformation inverse donnera une intégrale complète 
du système proposé, Il est à remarquer, d'ailleurs, qu'en appliquant 
la méthode de Jacobi comme nous l'avons exposée (§ 62), ce cas ne 
se présentera pas. 

Le même raisonnement prouve que, si on a un système en involu- 
tion de u, équations distinctes (jx -< n), on peut toujours, par la 
transformation précédente, le ramener à un système en involution 
de pi équations pouvant être résolues par rapport à u, des quantités p. 

64. Considérons une seuje équation aux dérivées partielles du 

premier ordre 

ne contenant pas la fonction inconnue z. Nous avons vu qu'à une 
quadrature près son intégration est équivalente à celle de l'équation 
linéaire 

(F„*) = 

à 2n variables. D'autre part, nous savons aussi, d'après ce qui 
précède, que si F„ F„ ..., F„ sont des fonctions distinctes telles 

que Ton ait 

&,.*£«* (F„F*) = 0, (t,& = 2, ...,n), 

on a une intégrale complète de F t = a t et, par suite, l'intégrale 
générale de (F 4 , <ï>) = par une quadrature; nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Si on connaît, outre V intégrale F l9 (n — 1) inté- 
grale* distinctes F„ F„ ..., F„ de V équation (F t , $) = satisfaisant 
aux conditions 

(F,,F*) = 0, (t,fc = 2, ...,n), 

on aura l'intégrale générale de cette équation par une seule 
quadrature. 
Ce théorème porte souvent le nom de théorème de Liouville (*). 

(«) Journal de Liouville, 1" série, t. XX, p. 137. 
G. Leçon*. 11 
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65. La méthode de Jacobi et Mayer s'étend, sans modification 
essentielle, aux systèmes d'équations où figure la fonction inconnue s. 
Il suffit de remplacer les parenthèses par les expressions [U, V] défi- 
nies plus haut. Étant donné un système d'équations 

(9) H 1 = 0, ..., H„ = 0, 

entre z, x i9 ..., x ny p x , ... 7 p m , le problème de l'intégration pourra 
être posé ainsi : Trouver n — m 4- 1 autres fonctions il m + ll pm + % II.» 
H» + i, telles que les valeurs de z, p v ...,p Ji déduites des n -h 1 
équations 



H 1 = 0, 


..., 


H„ 


= 0, 


•••> 


vérifient les relations 












dz 


= P<, 


âx k 


__àpt 
à Xi 



Si chacune des fonctions H w + i, ..., H n , H n +i contient une constant** 
arbitraire, on aura une intégrale complète. 

Théorème. — Si une fonction z satisfait aux deux équations 

F = 0, H = 0, 

elle satisfait aussi à V équation du premier ordre 

LF,H] = 0. 

Supposons d'abord que z,p t> ..., p n soient des fonctions quelconques 
de x„ ..., x n vériGant ces deux équations.«On aura 

àF dF dFfdt \ \? à? àp t _ 

dx~ t + ~dï Pi + dï \àx~ ( ~ P< ) + è Ôp\ àl, ~ ' 

ou, en posant 



dx { dx { dz 



dF 
dx, 



' àY (dz \ \îdVàp k _ 



du 



Multiplions par — et sommons par rapport à i, puis permutons H 
api 
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et F ainsi que les indices i et k dans la somme double; en retranchant 
les deux équations obtenues, on parvient à la relation 

rn in V f dF dH àUdF\/dz \ 



(10) 



f— » tain 



ÉifadptdpiydXi dxj 



Si : désigne une intégrale commune aux équations H = 0, F = 
et p it ..., p. ses dérivées, on a 

^i_«— n àPt_àp i _ n 
àx< Pi ~ ' dx< dx k ~ ' 

(i,* = 4,2,..., n), 
et, par suite, 

[H, F] = 0. 

On pourra donc adjoindre au système (9) toutes les équations 

[H„HJ = 0, (t,ft=l,2,...,w), 

qui ne sont pas des conséquences algébriques des premières, et 
recommencer les opérations sur ce nouveau système. Mais on peut 
toujours conduire les calculs de façon à arriver soit à un système 
incompatible, soit à un système en involution, c'est-à-dire à un 
système pour lequel tous les crochets sont identiquement nuls. 
Résolvons, en effet, les m équations (9) par rapport à z et (m — 1) 
des dérivées, ce qui doit -être possible, car, sans cela, du système 
proposé on pourrait déduire une ou plusieurs équations ne contenant 
ni z ni ses dérivées. Soient 

ces équations résolues; <|/, <J/ t , ..., <!/„_i ne dépendent que de p m ..., 
P%y x v •••> x h' Le système 



(11) j 



z — <|» — x t (p t — ty t ) — ... — ac w _i (p m _i — il/ m _i) = 0, 

P% — ^l = > -» P— 1 —■*-.-! =0 



sera équivalent au système (9), et il est aisé de voir que tous les 
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crochets 

[Pi — <hf Pt — &] 

et' 

.(*.— ty — x t (p t — d/j) — ... — x*-, C/»»-i — +-.-i), p ; — fc] 

ne contiennent aucune des quantités g, p t , ..♦, p m -t* Les équations 
4110 Ton obtient en égalant ces crochets â G ne pourront dune être 
d'Ofl conséquences des précédentes que si elles sont identiquement 
vérifiées. En continuant de la sorte, on arrivera donc soit à un 
système incompatible, soit à un système en involution. 

Théorème. — Soit 

Hj = a f , H, = a„ »•«, H B+ i = #*+, 

un système en involution de {n -h 1) équation*, tel que le dëtcr- 
mi uant fonctionnel • 

D (H p H t , ..., H^ L ) 
D (*> Pi» -t Pu) 

ne soit pas nt*ï; les valeurs de &>p v ,., p* tirées de ces équations 
Md h font aux relations 

Eu i-ffet, les équations (10) deviennent ici, puisque [H x , Hp] = 0, 

~[dz d Pi d Pi dzfXdXi P j 

y y" (JH* £Hg /dp, _ àp,\ _ 

et on en conclut, par un raisonnement tout pareil à celui qui a déjà 
été employé (§ 60), que l'on a 

— — p. = âp * ÔPi = 
dx { ' à Xi âx k 

La valeur de z tirée de ces équations est donc une intégrale du 
système qu'elles forment. En particulier, z sera une intégrale du 
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système 

K|««tî -i H m = a m , (m<n-f-l) 

tiré du précédent D'ailleurs, comme 2 contient les (n — m -H 1) 
constantes arbitraires a m4 .i, ..., a» + i, c'est une intégrale complète 
de ce système. 
Pour intégrer le système en involution 

H^O, H i= 0, ..., H w = 0, 

on est donc ramené à déterminer (n — m -h i) fonctions H m + 1, ..., 
H b4 _i qui forment avec ce système un système en involution. Pour 
cela, considérons le système d'équations linéaires 

[H 1( *] = 0, [H„cl>]=0, ..., [H^fcJ^O. 

On a, comme nous l'avons vu (§ 55), 

[lH, HJ, ♦] + [[H„ *], H,] + [[*, HJ, Hj 

Posons 

[H J ,*] = X(*), 
[H t , *] = ¥(*), 

l'identité précédente devient, puisque [H f , HJ = 0, 

Y (x(*))-X(Y(*)) = -^Y W + ^X(*). 

Ceci nous prouve que les équations linéaires [U iy <I>] = forment 
HA système complet. Pour trouver une intégrale de ce système de 
■m équations a 2>i 4- 1 variables, dont on connaît m intégrales, on 
aura à effectuer une opération d'ordre 2n — 2 m -f- 1. Soit H m + 1 
une intégrale de ce système; on cherchera ensuite une intégrale du 
système 

pa |# 4P] = 0, ..., [H.-+1, •] = 0, 

et ainsi de suite. On aura ainsi à faire successivement des opérations 
d'ordre 

2n — 2m + l, 2n — 2m — 1, ..., 5,3,1. 
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Exemple. — Considérons le système 

F (p, q, z — px — qy) = 0, F 4 (p, q,z—px — qy) — 0; 

on reconnaît aussitôt que les trois équations 

p = a iy q=-a„ z — px — qy = a t 

forment un système en involution. On aura donc une intégrale 
complète du système proposé z = a i x -t- a t y + a^ pourvu que 
les constantes a l9 a„ a, vérifient les deux relations 

F (a iy a, , a,) = 0, F f (a t , a„ a t ) = 0. 

Du reste, la théorie géométrique de ce système est très facile à faire; 
on a une intégrale de chacune des deux équations en prenant les 
plans tangents à deux surfaces 2 t , 2, respectivement. Tout plan 
tangent commun à ces deux surfaces donnera donc une intégrale 
complète du système proposé. L'intégrale générale se confond ici avec 
l'intégrale complète et il y a une intégrale singulière, la dêveloppable 
circonscrite aux deux surfaces 2 t et 2, . 

Remarque. — Comme dans le cas précédent, on pourrait montrer 
qu'il n'est pas nécessaire de pouvoir résoudre les équations 

H t = a â , ..., H„+i =. a* + i> 

par rapport à z 9 p i9 p t> ..., p H . Il suffit que ces «4-1 fonctions 
soient distinctes. On remarque d'abord que si on a un système en 
involution de n 4- 1 équations distinctes, Tune au moins de ces 
équations contiendra z; autrement, on aurait un système complet de 
n équations à 2n variables admettant n+1 intégrales distinctes. 
Tirant z de l'une de ces équations et portant dans les autres, on sera 
conduit à un système en involution F t = 0, ..., F, — 0, ne conte* 
nant pas z; le raisonnement s'achève comme au g 63* 

66. Supposons qu'on veuille intégrer une seule équation 

H t = a r 
L'intégration de cette équation revient à celle de l'équation linéaire 

[H„ 4>] = 0. 
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Or, si nous pouvons déterminer n intégrales distinctes H„ ..., H„ + 
de cette équation, telles que tous les crochets 

soient nuls, nous venons de voir que l'intégrale générale s'obtiendra 
par des opérations algébriques. Ceci fournit une généralisation du 
théorème de Liou ville. 

Théorème. — Si on connaît n intégrales distinctes H„ ..., H„+i, 
différentes de H v de l'équation linéaire 

[H„4»]=0, 

satisfaisant aux relations 

[H to HJ=0, (t,fc = 2,3,...,n + l), 

on aura Vintégrale générale de cette équation par des opérations 

ALGÉimiQUES. 

67. Si, en appliquant la méthode précédente à un système en 
involution de m équations, on est arrivé à un système en involution 
de n équations 

H l = a 1 , ..., H n = a u9 

tel que le déterminant fonctionnel __ V *' — — ^ ne soit pas identi- 

quement nul, au Heu de chercher la dernière fonction H n + 1 , on peut 
résoudre ces n équations par rapport à p tJ ..., p n et les valeurs ainsi 
obtenues rendent l'équation 

dz = p t dx i -h ... -f- p n dx n 

complètement intégrable. En effet, des équations H a = 0, Hp = 0, 
on déduit, par un calcul tout pareil aux précédents, la relation 

et ces relations nous donnent, puisque [H„, Hp] = 0, 
^i-^i, a k -i o n \ 



** 
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On reconnaît sous cette forme la généralisation immédiate de la 
méthode de Lagrange et Charpit. 

Remarque. — Si on applique la méthode de Jacohi et Mayer, sous 
sa forme générale, à une équation F i = Q,on obtient non seulement 
une intégrale complète de l'équation proposée, mais une intégrale 
complète de l'équation plus générale F 4 — a t , où er t est une constante 
quelconque. Il semble donc que celte méthode est moins directe que 
celle de Cauchy; mais il est facile de lever la difficulté. En effet, dan* 
toute équation du premier ordre, on peut introduire une constante 
arbitraire sans compliquer l'intégration. Si par exemple l'équation 
contient z, il n'y aura qu'à changer z en z -h a; si l'équation ne 
contient pas z, on changera z en z -f- ax if ce qui revient à remplacer 
Pi P ar Pi + a « De même, si on a un système en involution tel que 



« — ♦ — (Pi — <W) *i 
Pi — *t = o, 



... — (*>„_! — ^_0 x m - t — 0, 



où i|>, <|/j, ..., <|/ m _i sont des fonctions de p m , ,**tj> u x if .,., x^ en 
changeant z en z ■+■ a -f- a i x i ■+• ... -H &p»-i a^-i, on sera conduit 
à un nouveau système en involution contenant n constantes arbi- 
traires 

z + a — <|* — x t (pt — i^) — ... — *«_, (p^ — $„_,) = 0, 
Pi + a i — *i=0» •••> P*-i -h a^i — %^=G. 

Cette remarque nous sera très utile dans la suite. 

Exercises. 

Appliquer la méthode de Jacobî aux équations suivantes : 

1° p t H- (3x f + 2a? a ) p t 4- (4e, + 5^) ji, 

+ K + *. (Pi -P,)] P. + ~ = 0; 

P* 

(Imschenktsky.) 
2° (*.Pi+« 1 P,)* 1 +A(p l -p l )[pï + (p l + a!0(p, + a: i )pJ=:o l ; 

(iMSCHENETSKY.) 
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3" xj<p, +p 1 ) + 2x,x,p,+ bp t \og(—' P A—bp,fogx\ + ap,=0; 

(Ampère.) 

*° * = f(p»p >p„); 

5» fop, + x,p.) x, -+- ap, (p, — p,) — 1 = 0; 

6° PiSÏ=PÎ + apî; 

7» x,p» + x,pj m- x,p» =p,p,p,; 

8° p* -+- p* + pj = xj + x t x, -+■ x* -+- x,x, + x,x, 4- x\; 

Û" Pi + i Pi + P,*,*, + p,x t x, = 0; 

10" a:, + J- xj + x,p,p, + x t p l p t = 0; 

11" p t p t p t = p, x, + p,x, + p,x,; 

12- x,p, + x,p, + (p, — p,) (p, -+- x 4 ) (p, h- x.) = 1 ; 

13* PiP.P, + «1»,», («J»» + *,P, + x,p.) = x t x t p t p, 

+ x t x t p t p t + x t x i p l p i ; 

1 4» a, (x,p, - x,p,)' + a, (x,p, - x,p,)* + a, (x,p, — x,p,)' =1. 

(SCHLAFLI.) 
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CHAPITRE VIII 

Méthode de Lie. 



68. On doit à M. Lie (*) une nouvelle méthode d 1 intégration qui 
se rattache de la façon la plus naturelle aux méthodes précédentes, 
dont elle est en quelque sorte la synthèse, M. Lie a été conduit à 
cette méthode par la théorie générale des caractéristiques. Nous 
allons donner, dans ce chapitre, une démonstration, due à Mayer ( s j, 
du théorème fondamental de Lie. 

Considérons un système en involution ne contenant pas la fonction 
inconnue V 



w 



Ce système étant en involution, on a identiquement, en remplaçant 
dV 

(Pi - F„ p k - F*) = 0, (*, fc s=rl, S f .*., m). 

Pour intégrer ce système par la méthode de Jacobi et Mayer, il 



(1) Lie, Allgemeine Théorie der partielle* DifferenliaiftlrichMngrri erxter Ûrdtmng [Mûthema- 
tische Annalen, t. IX, p. 245-296). 

(«) Maver, Direct e Ableilung der Lies'chen Fu*d^me»tëUheotrm^ dureH die Méthode r&* 
Cauchy (Mathemalm-he Annale*, t. VI, p. 192-196). 



— _ *, \x„ as,, 


dV 

OJPm-t-l 


dV\ 
d\ 7 \ 


dY v ( 
àx m ~ *»\ x » x »- 
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faudra commencer par chercher une intégrale, indépendante de 
Pu "mPhî du système jacobien 

(Pi - F i? /) = 0, ..., (p m - F w , f) = 0, 

qui* développé» s'écrit 

àx t &A âx kàp k dp k dx k ) ' 
àx m & x ( dx k dp k àp k dx k ) 



(2) 



Imaginons qu'on applique à ce système la méthode de Mayer (§ 30); 
on posera 

Xi=xl + t, x t =.x\ + ty„ ..., x m = xi 4- ty m , 

t* !/d <*'> y» désignant les nouvelles variables, et on sera ramené à 
chercher une intégrale du nouveau système jacobien 

àt ^\ dx tàpt àp k dxj ' 

d y» é?i\ dx kàp k dp k dxj y 

où H n H„ ..., U m désignent ce que deviennent F p F„ ..., F m par le 
changement de variables précédent, et où on a posé 

9 = H t -h t/ t H f -*- ... -+- y m U m . 

Nous savons que pour avoir une intégrale du système (3), il suffît 
d'avoir une intégrale de la première équation de ce système. 

Faisons le même changement de variables dans les équations (1), 
elles prendront la forme 






(4) -xr = 3s ^7 = ^, ..., — = tH„, 
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et on voit immédiatement que le système jacobien (3) joue le même 
rôle, par rappdrt au système (4), que le système (2) par rapport au 
système (1). Il suit de là que, soit que Ton veuille intégrer le système 
en involution (4), soit que Ton veuille intégrer l'équation unique 

la première opération à effectuer sera la mémo dans les deux cas : 
on aura à chercher une intégrale de l'équation linéaire 

qui est la première des équations (3). Mais l'analogie entre les deux 
problèmes ne s'arrête pas là. Nous allons montrer en eflet que* si on 
a intégré V équation an — m + 4 variables 

d -ï-3-0 
dt 9 - ' 

on en déduira immédiatement une intégrale complète du sys- 
tème (4). 

D'une façon plus précise, nous allons montrer que l'intégrale de 
cette équation, qui, pour t = 0, se réduit à 

o„ +1 x m+l + ... 4- a n x ny 

vérifie les autres équations (4). Imaginons qu'on applique la première 
méthode de Jacobi à l'équation 

<> V cru X 

on intégrera le système d'équations différentielles 

_. dx k à& dp k d$ ,_ A v 

v ' dt dp t dt dx k / 

Soit 

(&) [ x * = < ?k (*> y» •••> y*» a «+ i > •••> a *> ^»+»> **% *o» 

( Pt = ** (*, 2/„ ..., !/«, 0.+D •••> ««> K+u ■-> 6 «) 
l'intégrale générale de ce système, où a m + 1> .,., a„, h*** «--j &* 
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désignent les valeurs initiales de p M + i, ..>,p Mt x m+u .,., x ni pour 
t = 0; l'expression 

dV 
sera l'intégrale de l'équation — = J, qui, pour £ = 0, se réduit 

1 

â «» + ] x m -m h- *-. + a§x,, r si on l'exprime au moyen des variables 
indépendantes t> x { , o,-. Tour plus de clarté, désignons par W ce que 
deyient la fonction V quand on y remplace &„4-i? m*j &* par leurs 
valeurs tirées des formules (G). Nous allons montrer que cette 
fonction W satisfait aux équations (4). On a, puisque V se déduit 
de W en y remplaçant x m + u «.., x ft par les valeurs (6) 

dV _dVf y âWdx h 
D'ailleurs, V étant une fonction de £, y % et 6 t1 

à y, -J» I ây t + w 4i V** *Vi Pk «I* WJ/ J ' 

et, en tenant compte des équations (5), 

Comme, pour t := 0, ac* se réduit à b*, on en conclut que 

et, puisque W est une intégrale de la première des équations (4), 



il reste 






dy { Jo dy { 
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D'un autre côté, puisque le système (4) est en involution, ou a 
(Pi -$, Pi- *H,) - 0, 



ce qui s'écrit 



à$_dj t 
àVi d 

en posant 



fi = tU { . 



En remplaçant x k et p k par les expressions (6), qui sont les intégrales 
des équations (5), il vient 

et on a la relation qu'il fallait démontrer 

Nous pouvons donc énoncer la proposition générale suivante : 

Théorème. — L'intégration d'un système en involution de 
m équations à n variables indépendantes se ramène à V intégrât ion 
d'une équation unique à n — m 4- 4 variables indépendantes. 

Remarque. — Dans la démonstration du théorème précédent, nous 
ne nous sommes servis que des relations 

(Pi — 9,Pi — t H,) = 0, 
mais nous n'avons pas utilisé les autres équations 
(Pi-t^ft-tHi)»^ 

qui expriment que le système (4) est en involution. Cette conclusion 
peut sembler paradoxale, mais il est facile de voir que les dernières 
relations sont des conséquences des premières. En effet, de l'identité 
fondamentale 

(Pi ~ 3S (Pi - * H„ Pk - t H*)) + (p, - i H ft ( Pk - 1 H,., Pl - 5)) 
+ (p k — t H„ ( Pl - g?, Pr ~*t H,)) = 0, 
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otï conclut que la parenthèse (p t — tH ; , p k — ( H t ) est une intégnle 
de l'équation linéaire 

(Pi -3S /) = <); 

or, tous les ternies de cette parenthèse contiennent t en facteur. 
Getie intégrale doit donc s'annuler pour t = et, d'après le théorème 
général de Cauchy, l'équation linéaire précédente n'admet pas d'anhv 
intégrale que f=Q qui soit nulle pour t = 0. Il faut donc qu< li 
parenthèse soit identiquement nulle. 

69, Le théorème fondamental de Lie permet de compléter sur un 
point essentiel la méthode de Jacobi et Mayer. Supposons, en efïV ■ s , 
que dans l'application de celte méthode on arrive à un système éti 
involution tel que le système (i), pour lequel on sache intégrer 
complètement le système jacobieu correspondant (2). L'intégration 
du système (1) est alors ramenée à une quadrature. En effet, si 
on connaît l'intégrale générale du système (2), on aura aussi Tin lé* 
gralc générale du système (3) et, en particulier, de la première 
équation de ce système, ou, ce qui revient au même, des équations 
différentielles 

dx k _ â$ dp k àîf 

dt àp k dt àx k 

Or, nous venons de voir que» si on connaît l'intégrale générale de 
ce système, on en déduit par une quadrature une intégrale complète 
du système (4) et, par suite, du système (i). 

On voit donc que, clans l'application de la méthode de Jacobi *\ 
Mayer, on peut s'arrêter toutes les fois que l'on arrive à un systrmr 
jacobien que l'on sait intégrer complètement. Cette méthode comprend 
à la fois la méthode de Cauchy et celle de Jacobi comme cas particulier, 
L'intégration étant commencée par la méthode de Jacobi» on peut 
s'arrêter quand on veut et ramener le système en involution obtenu 
à une équation unique au moyen du théorème fondamental de Lie. 

70. Voici maintenant la nouvelle méthode d'intégration que M. Lie 
a déduite de son théorème. Le système en involution proposé étant 
ramené à une équation unique à n variables indépendantes 

(7) P i -f = 0, 
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on cherchera une intégrale de l'équation linéaire 

(Pi -/;*)«*£ * 

Soit ç f cette intégrale; le système en involuLion 

(8) Pl -/> = (), h sf^ 

peut, d'après ce qui précède, être ramené à une équation unique 
à n — 4 variables 

(9) p<J> — p-ei 0. 

De toute intégrale complète de cette nouvelle équation, on peut, en 
effet, déduire par des opérations algébriques une intégrale complète 
du système (8) et, par suite, de l'équation (7), On cherchera ensuite 
une intégrale ?, de l'équation linéaire 

et on ramènera le système en involuti n 

p?-fv = 0, * = «,, 
à une équation unique an — 2 variables 

pp - f » = o, 

et ainsi de suite. Après n — 4 opérations de ce genre, on sera 
ramené à une équation 

à une variable indépendante seulement. De l'intégrale générale de 
cette équation" différentielle ordinaire, on déduira ensuite, en remon- 
tant de proche en proche, une intégrale complète de chacune des 
équations intermédiaires et, par suite , de l'équation (7). 

Chaque intégrale nouvelle diminuant le nombre des variables 
indépendantes d'une unité, l'ordre de l'équation linéaire correspon- 
dante sera diminué de deux unités. On voit facilement, d'après cela, 
que la méthode de Lie exige le même nombre d'opérations que la 
méthode de Jacobi et Mayer. L'application de cette méthode donne 
encore lieu aux remarques suivantes : 

1° On voit immédiatement qu'à chaque instant de l'opération on 
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pourra abandonner la méthode de Lie et appliquer celle de Cauchy si 
elle eat plus a van laveuse. Car, si on a obLenu une intégrale complète 
de l'équation p l * } — /^ = 0, on en déduira encore, en remontant 
de proche en proche, une intégrale complète de chacune des équations 
précédentes. 
2° Si on a déterminé s intégrales distinctes $ tl •.., ty 4 de l'équation 

on pourra diminuer de s unîtes le nombre des variables indépendanles 
pourvu que ces intégrales vérifient les relations 

«.„**) = 0, (i,k = i,% ...,.). 

En effet, le théorème fondamental de Lie peut être généralisé comme 
il suit : Étant donné un système en invotution de m équations à 
n variables indépendantes 

F 1 = a„ »., F^^ a M , 

si on cannait s intégrales F H + lï ..., F H + i du système complet 

(F„*) = 0, ..., (F M) *) = 0, 

formant avec F 1T .,,, F„ un système de m + s fonctions distinctes 
et telles que Von ait 

<F. + i,F. +1 ) = 0, (i, A = 1,2, ...,■), 

l'intégration du système proposé se ramène à V intégration d'une 
équation unique an — m — s + i variables indépendantes ( 4 ). 

Pour avoir une intégrale complète du système proposé, il sufiit 
en eflet d'avoir une intégrale complète du système en involution 

Fi — a u '■■* F^ = a^ F m+l = a w + i, ..., F B+I — a B+f ; 

si ces équations peuvent être résolues par rapport à {m 4* s) des 
variables p i7 la proposition est établie (§68); s'il n'en est pas ainsi, 
on a vu au chapitre précédent qu'on pouvait toujours les résoudre 
par rapport à p. des variables p et s — p, des variables x 



P*it »'ï P*^ tfp,! -»i X fL—p 



(*j Majer, M&tHmatiiche imite, I- VEII T p. 318. 
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les nombres <x< et (î t étant différents. Par une transformation déjà 
employée (§ 63), on ramènera ce cas au préludent, 

71. Nous indiquerons, en terminant, une aulre méthode que 
Ton pourrait suivre pour établir le théorème fondai» entai de Lie T 
en le rattachant aux théorèmes généraux de Gauchy, Reprenons le 
système (1) 

et supposons que les seconds membres de ces équations soient 
holomorphes au voisinage du point x% xj, .*,, xi y j>l +I , *-, pj- 
Soit, d'autre part, <]> (# m + i, x OT + „ ..., x % ) une fonction quelconque 
des variables x m + \ y as m + ,, ..., x n holomorphe, dans le voisinage du 
point x« + i, Xm+ty ..., xi et telle que Ton ait 

Cherchons s'il existe une intégrale V des équations (1), holornorphe 
au voisinage du point x\, x°, ..., xi, et se réduisant à <T> (x m + l , .,., xj 
pour x t =x\ 9 x t = xl, ..., x m = xS l . S'il existe une telle intégrale, 
on connaît les valeurs initiales de toutes les dérivées partielles 
de V où ne figure aucune des variables x iy x t7 ... 3 x M , D'ail !eurs r en 
diflerentiant les équations (1), on pourra exprimer toutes les autres 
dérivées partielles en fonction des précédentes. Mais, ici, il y aura 
plusieurs manières de calculer une même dérivée; ainsi, on pourra 

calculer de deux façons différentes ; — ci* partant des deux 

dx x âx t 

dV dV 

équations - — = F f et - — = F t . En écrivant que les deux expressions 

O Xg O X • 

ainsi obtenues pour -r — - — sont égales* on trouve la condition 

O Xm (/ Xm\ 

qui est vérifiée puisque le système (1) est en involution. On voit alors 
aisément que, si le système est en invoîution, on n'obliendra, par 
les dérivations, qu'une seule valeur bien déterminée pour chacune 
des dérivées. Si donc il existe une intégrale V satisfaisant aux 
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conditions énoncées, il en existe une seule et les coefficients de son 
développement seront bien déterminés par les équations (1) jointes 
aux conditions initiales. Admettons que le développement ainsi 
obtenu soit convergent; nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème. — Étant donné un système en invohUion de m équa- 
tions 

Pi == " ii é *"î Pa = 'mi 

où les fonctions F n .,,, F m sont holomorphes dans le voisinage des 
valeurs xj, ,,.,* x°, pl + i f -.-, p°, il existe une intégrale de ce 
système, holomorphe dans le domaine du point ;cj, .,., a'î, et se 
réduisant pour x t = xj, ..., x m ss; X^ $ à une fonction arbitraire 

holomorphe pour 

Pm-hu •'*> Pi. désignant les dérivées 

àxi+i àxl 

La convergence de ce développement se démontrerait sans doute 
aisément par les méthodes de M me de ICowalewski. Le théorème sera 
d'ailleurs établi plus loin par d'autres considérations. 

Gela posé, faisons dans le système (i) le changement de variables 

x t = x* + t, x t =xt + ty v ..., x m = xS.+ ty m ; 

on obtient un système équivalent 

â\ 

^=Fi + yiF. + - + 0.F.1 

W l ^=tY , Ç-=tT mi 

ày È w ' dy m 

d'après ce qui précède, ce système admet une intégrale qui, pour t =0, 
se réduit à <I* (x m ±n -■■? #«)« Or la première équation de ce système 
admet une seule intégrale satisfaisant à celte condition* Pat 1 consé- 
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quent, toute intégrale de l'équation 
dV 



(10) 



<* = F < 



y, f, 



Vmfm 



qui, pour t = 0, se réduit à une fonction des seules variables 
#m+i> •••> # w > vérifie aussi les autres équations du système (0), 
C'est la généralisation de la proposition établie pour les systèmes 
jacobiens (§ 30). 

Pour avoir l'intégrale considérée par Mayer, il sufGL de prendre 
l'intégrale de l'équation (10) qui, pour t = 0, se réduit à 






dm+i x m + x 4* 



a.tf* 
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CHAPITRE IX 

Etude géométrique des équations à trois variables. 
Courbes intégrales. Solutions singulières ( l ). 



72. Reprenons une équation aux dérivées partielles du premier 
PB entre une fonction z et deux variables indépendantes x et y 

F(ar, \f r t 9 p s q) = Q. 

Mie équntion exprime une relation entre ud point d'une surface 
el le plan tangent en ce point, ou, ce qui revient au même, enlre un 
jmiiit d'une surface et la normale en ce point. Soient :r, j/, " les 
rfn adonnées d'un point M d'une surface intégrale; les équations de 
la normale en ce point sont 

X — x _ Y — y _ Z — ; 

p 4 - 1 T 

et, par suite, on voit immédiatement que les normales à toutes les 
surfaces intégrales qui passe ni au point M engendrent un cône (N) 
ayant pour équation 

/ X~.r Y - >J\ _ 

b<> plans tangents aux surfaces intégrales qui passent en un point M 
enveloppent par conséquent un cône (T) qui est la cône supplémen- 



ts Le eonlCUU de ce chapitre est ex Irait pmqufl coniplHtimenL du Mémoire rtc M. Ilarbout 
[>kj unguitfre*, atc. On pourri eonauluw aussi un important Mémoire de M. Lk\ 
Cfber Comrfr.tr, Mmnétfi UmJâÊ WÊé K%frt-€mplf£*, mit ÀMWfndung muf dir Thrflrit 
iaiglfkh**itn(MÊtkm4tiKàc Annale*. t + V, p. 144)» et fourrage 
, firatian 4e t'A*ûl$$t à tu titomêirie* 
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taire du cône (N). Donc, si Von considère les surfaces satisfaisant 
à une équation aux dérivées partielles du premier ordre r paur 
chaque surface passant par un point de V espace , la normale doit 
se trouver sur un cône (N) relatif à ce point, ou, ce qui revient au 
même, le plan tangent doit touchei* un cône (T) supplémentaire 
du cône (N). En particulier, si le cône (N) se composait d'un système 
de plans, le cône (T) se réduirait à un système de droites et l'équation 
F = se décomposerait en plusieurs équations linéaires, 

De même, considérons toutes les surfaces intégrales tan génies â 
un plan donné P 

z = ax -f- gt/ -H y; 

au point de contact, on devra avoir 

a=p, p = g, 

par suite, les coordonnées du point de contact vérifieront les deux 
équations 

F (ac, y, z, a, 0) = 0, 

z = ax + py -f- y> 

qui définissent une courbe (C) située dans le plan donné. Donc, si 
Von considère les surfaces intégrales tangentes à un plan P, les 
points de contact sont situés sur une certaine courbe (G) de ce 
plan. 

A chaque point de l'espace correspond ainsi un cône (T) ayant son 
sommet en ce point et, à chaque plan, une courbe (G) située dans ce 
plan. D'ailleurs, on peut établir entre les courbes et tes cônes une 
liaison géométrique indépendante de toute intégrale. Il est clair, en 
effet, que la courbe (C) située dans un plan P est le lieu des points M 
de ce plan pour lesquels le cône (T) est tangent au plan P. De même, 
le cône (T) relatif à un point M est l'enveloppe des plans P pour 
lesquels la courbe (C) passe au point M. On pourra donc déduire les 
courbes (C) des cônes (T) et inversement. 

Les deux propriétés précédentes se transforment Tune dans l'autre 
quand on soumet les surfaces intégrales à une transformation par 
polaires réciproques. Prenons, par exemple, la première, d'après 
laquelle toutes les surfaces passant en M doivent toucher un cône (T); 
aux surfaces passant en M correspondent des surfaces tangentes à un 
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plan P, et au ctine (T) une certaine courbe du plan P. On voil , par 
conséquent, que, si des surfaces satisfont à une même équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, il en sera de même de leurs 
transformées par polaires réciproques. Ceci explique le sucrA* de la 
transformation de Legendre qui consiste à prendre pour ni nivelles 
variables 

p, g, u=px + qy — z; 

on aura 

du — p dx 4- g dy -+- x dp ■+■ y dq — dz, 

c'cst-â-di re 

du = x dp H- y dq; 

par suite, si on prend p et g pour variables indépendantes } il vient 

du du 

~"~ dp dq 

Les formules de transformation sont, par conséquent, 

du du du du 

dp dg dp dg 

et l'équation du premier ordre 

F 0> y y *, p>q) = o 

se change en une nouvelle équation du premier ordre 

„ /du du du du \ . 

W dg ^ dp * dq >r '*J 

Ou reconnaît immédiatement que p, q, u sont les coordonnées du 
pôle du plan tangent 

!-.« = p(X-x) + g(Y-y) 

par rapport au paraboloïde 

2Z = X» + Y*, 

» 

de sorte que la transformation précédente revient bien à liflfi transfor- 
mation par polaires réciproques. 
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Remarque. — Si les courbes (C) sont des droites pour l'équation 

primitive, les cônes (T) seront composés d'un système de droites dans 

l'équation transformée qui, par suite, se décomposera en plusieurs 

étions linéaires. Ainsi, par exemple, considérons une équation de 

la forme 

f(p,g,!/) = tt 

Les courbes (C) sont données par les relations 

L z = ax -f- (ly H- y, 
( f(* 9 P,2/) = 0; 

ce sont donc des droites parallèles au plan des xz. La transformation 
de Legendre conduit à l'équation 



'(»*£)-. 



»|nc Ton peut traiter comme une équation différentielle ordinaire. 
De même, prenons l'équation 

*f\ (P> tf, s — pas — qy) 4- yf % (p, g, z — px — qy) 

+ A (F» q,z—px — qy) = 0. 
Les équations des courbes (C) sont 

z = ax 4- (3 «/ -H Yj 

*fi (*> P> y) + v/1 («» P> ï) '+ A (*> P t) = 0; 

ce sont donc des droites. La transformation de Legendre nous conduit 
en efFet à l'équation 

j^ A (j>. ?i w) + ^ A (p, g, u) + f f (p, g, «) = 0, 

qui est l'équation linéaire la plus générale. 

11 est aisé dans bien des cas de se rendre compte de la position 
il m cône (T) et de la courbe (C). Ainsi, dans le cas de l'équation de 
(llnirault généralisée, nous avons vu que l'intégrale complète était 
formée par l'ensemble des plans tangents à une certaine surface non 
'i.'veloppable (2); le cône (T), relatif à un point M, est évidemment 
le cône circonscrit à (2) et ayant le point M pour sommet; il n'y a pas 
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isidérerla courbe (C), sauf dans le cas ou le plan (tonné 

iBgent à (S), et alors elle est imb'-tenniriée. Prêtions encore 

,h,> T i du premier ordre qui admet pour intégrale complète les 

spher- it par un point et hin-eiil.es a un plan. On voit 

lent que toutes celles de ces sphères qui passent en un point M 

enveloppent un cône (T) dr- révolution et que les courbes (C) soi- 

-., INuir le voir, il suffit d'effectuer tme transformation par 
i leurs réciproques en prenant le point O pour pôle Ai la 
transformation, 

73. Soient 

une équation à trois variables et 

t.2) Yf A ,,,;,*, o)=0 

un intégrale complète de cette équation. Nous savons que, l'intégrale 
singulière mise à part, toules les iulé^:nles de l'équation (1) s'ohlîen- 
dronl en posant b = ç (a) el en rlimiuant a entre les deux équations 

ou, en d'autres termes, en associant les courbes du complexe 

n v=o, g + .g=« 

suivant une loi convenable. 

Sur toute intégrale compléta, il y a une înlinitê de courbes caraciê- 
ristiques (4j, correspondant aux différentes valeurs de c. Mais par 
point d'une telle surface passe une seule courbe caractéristique, 
comme on le voit immédiatement d'après les équations (4). Soit M 
un point d'une intégrale complète S; la caractéristique G située sur S 
et qui passe au point M n'est autre chose que la limite nV l'ïiiter- 

i surface S avec une intégrale complète S' inlinîmeul voisine, 

l€ S se rapproebe de S suivant une loi quelconque, mais de 

telle feçon que nptte intersection limite passe au point M. En 

ulier, si la surface S' se rapproche de S i t constamment 
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par le point M, la limite de l'intersection des deux plans tangents 
en M aux surfaces S et S' est évidemment la généra îrice de contact 
du plan tangent en M à la surface S avec le cône (T) correspondant 
au point M. Donc, étant donnée une surface intégrale quelconque et 
une caractéristique C située sur cette surface, comme il existe toujours 
une intégrale complète tangente à cette surface tout le long de C, on 
peut énoncer la proposition suivante : Les courbes caractéristiques 
sont des courbes tracées sur une surface intégrale et tangentes 
en chacun de leurs points à la génératrice G de contact du 
cône (T) correspondant avec le plan tangent à la surface en ce 
point. D'ailleurs, comme en chaque point d'une surface intégrale 
il passe une seule courbe possédant la propriété précédente, on 
en conclut que les courbes caractéristiques sont les seules courbes 
jouissant de cette propriété. La définition précédente des caracté- 
ristiques a l'avantage d'être indépendante de toute intégrale complète. 

Le lieu des caractéristiques passant en un point M peut être 
considéré comme l'enveloppe des intégrales complètes qui passent en 
ce point; ce lieu est donc une surface intégrale (g £9), 

Soient M un point, P un plan passant en M et tangent au càue (T) 
correspondant, S l'intégrale complète tangente au plan P au point IV! ; 
toute surface intégrale tangente en M au plan P pourra être consi- 
dérée comme l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales 
complètes parmi lesquelles se trouvera la surface S. La surface 
intégrale sera donc tangente à S tout le long de la caractéristique 
issue de M. On en conclut que si deux surfaces intégrales sont 
tangentes à un même plan en un même point M, elles sojit 
tangentes tout le long de la caractéristique issue du point M, et 
tangente au plan tangent commun à ces deux surfaces. 

Ceci nous conduit à associer aux courbes caractéristiques les dêve- 
loppables caractéristiques, c'est-à-dire les développables circonscrites 
aux surfaces intégrales le long d'une caractéristique. La caractéristique 
étant représentée par les équations 

V = 0, —+^ = 0, 
oa db 

les valeurs de p et de q relatives au plan tangent à la développais 
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caractéristique seront fournies par les relations 

— + ;>-- = 0, — + q — = 0, 
âx dz ây dz 

qui ne dépendent que de a et de b. De même qu'une courbe caracté- 
ristique peut èïre considérée comhie la limite de l'intersection de 
deux intégrales complètes infiniment voisines, une développable 
caractéristique peut être considérée comme la limite de la déve- 
loppable circonscrite à deux intégrales complètes infiniment voi- 
sines. 

Prenons, par exemple, deux intégrales voisines S, S' tangentes à 
un ptau P en deux points m, m' de la courbe (C); la droite mm 1 
est une génératrice de la surface développable circonscrite à S et S'. 
Si m 1 se rapproche indéfiniment du point m, la droite mm 1 a pour 
limite la tangente m t à la courbe (C) en m et la surface développable 
circonscrite à S et S' a pour limite la développable caractéristique 
payant par la caractéristique issue de m et tangente au plan P. On 
en conclut que les génératrices de contact des développantes caracté- 
ristiques, tangentes a un plan P, avec ce plan, sont les tangentes à 
la courbe (G) relative à ce plan. Ce théorème est précisément la 
proposition corrélative de la proposition établie plus haut, d'après 
laquelle les tangentes aux courbes caractéristiques issues d'un point 
engendrent le cône (T) relatif à ce point. A toute propriété des courbes 
caractéristiques correspond, par la méthode des polaires réciproques, 
une propriété des développables caractéristiques. Ainsi, les courbes 
caractéristiques qui passent en un point engendrent une surface 
intégrale; on en conclut que les développables caractéristiques 
tangentes à un plan enveloppent une surface intégrale. Cette surface 
n'est autre chose que l'enveloppe des intégrales complètes tangentes 
au plan P, ou le lieu des caractéristiques tangentes à ce plan en tous 
les points de la courbe (C). 

Le théorème établi plus haut peut être généralisé comme il suit : 
Si deux surfaces intégrales ont un contact â? ordre m en un point, 
elles ont un contact du même ordre tout le long de la courbe 
caractéristique issue de ce point et tangente en ce point au plan 
tangent commun à ces deux surfaces. En effet, soit S une surface 
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intégrale obtenue en éliminant a entre les deux équations 

OÙ 

Considérons la caractéristique correspondant à la valeur a du para- 
mètre a, les valeurs de p et g en un point x, y, z de cette caractéris- 
tique seront données par les formules 

*ï 

âx ' r dz 



+ p — = 0, 



àV dV „ 



et, par suite, ne dépendent que de a et f (a); en différent ïaol ces 
équations, on verra que les valeurs des dérivées secondes r y s, t ne 
dépendent que de a, f (a), f (a), f (a); d'une manière générale, 
les dérivées jusqu'à Tordre m de z par rapport à x et à y ne dépen- 
dent que des m premières dérivées de f(a) t 

Soit alors S' la surface intégrale obtenue en prenant b — f (a) ; 
pour que les deux surfaces aient un contact d'ordre m en un point de 
la caractéristique, il faudra avoir 

? K) = f («*)* 



9 m («o) = f m (<*à 

et, par suite, si les conditions sont vérifiées en un point de la 
caractéristique, elles seront vérifiées tout le long delà caractéristique; 
d'où résulte la proposition énoncée. 

74. Pour terminer ces considérations sur les caractéristiques, 
nous allons montrer comment on peut retrouver leurs équations 
différentielles en exprimant que ce sont des courbes situées sur une 
surface intégrale et tangentes en chacun de leurs points â la géné- 
ratrice de contact du plan tangent en ce point avec le cône (T) 
correspondant. L'équation du plan tangent au cône (T) relatif a un 
point x, y, z est 

Z-z = P (X-x) + q(Y-ii), 
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où p et q sont liés par la relation 

F {*> y, h p, q) = o. 

La génératrice de contact de ce plan avec le cône (T) a donc pour 
équations 

X — x _ Y —y _ Z — z 

HP"" — Q ~~Pp -f-Qg' 

Pour que la caractéristique soit tangente à cette droite, il faudra 
d'ahord que Ton ait 

rëft dx_dy dz 

(5) T--Q-p^TQ- g - de > 

en désignant par dt la valeur commune des rapports. Pour avoir dp 
et d(j 5 rappelons- nous que la courbe est située sur une surface inté- 
grale. De l'équation 

F (* , y y z, p, q) = o, 

on déduit 

X + Zp + Pr + Qs = 0, 

Y + Zg + Ps + Qt =0, 
en posant 

r SE ; » . S = — > t = x—, • 

0x J àx ay ay 1 

Remplaçons dans ces expressions P et Q par leurs valeurs tirées 
de (5): il vient 

(X + Zp) dt 4- rdx -f- sdy = 0, 
(Y ■+- Zq) dt h- sdx •+- tdy = 0, 
ce qui s'écrit 

(X + Zp) dt + dp = 0, 
(Y +Zq) dt + dq = 0, 

relations qui donnent dp et dq. 

75. Appliquons les considérations précédentes à la recherche des 
surfaces intégrales satisfaisant à des conditions géométriques déter- 
minées. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une intégrale passant 
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par une courbe G donnée, non située sur l 'intégrale singulière et 
n'étant pas une courbe caractéristique. Soit S P intégrale cherchée 
et m un point de la courbe G; en m il passe une intégrale complète 
tangente à S; d'ailleurs, le plan tangent en m passe par la tangente mt 
à la courbe G en m et est tangent au cône (T) correspondant au 
point m. Donc, voici comment on obtiendra l'intégrale S : par m f on 
mène un plan tangent au cône (T) relatif au point m; on Tait ainsi 
correspondre à chaque point m un plan P, puis on cherche Vinlégrale 
complète passant en m et tangente au plan P : l'intégrale S sera 
Penveloppe de toutes ces intégrales complètes lorsque le point m 
décrit la courbe G. Si on peut mener plusieurs plans tangents an 
cône (T) par mt, on aura plusieurs nappes de surfaces intégrales 
passant par (G). Soit G la génératrice de contact du plan P avec le 
cône (T), la surface S est aussi le lieu de la caractéristique issue 
de m et tangente à G quand m décrit la courbe G. 

Traduisons analytiquement cette construction. Soient x t> y fl , r 4 les 
coordonnées de m, p , q les coefficients angulaires du plan P- Ou 
devra avoir d'abord 

F fa» !/•> *q, Po> îo) — °> 
puisque le plan P est tangent au cône (T) de sommet x QJ i/ , r d . Soit 
u le paramètre variable dont dépendent les coordonnées d'un point 
de la courbe G; pour que le plan P passe par la tangente mt t il 
faudra que Ton ait aussi 

^7 - Po du + q ° du ' 

De sorte que la construction géométrique indiquée plus haut revient 
à prendre le lieu des caractéristiques issues des éléments (x , t/ ft , r a , 
Poj Qo) qui vérifient les relations précédentes. On retrouve précisément 
la méthode de Cauchy (§ 48). Nous avons vu que la valeur de z était 
développable pourvu que la quantité 

p ày àx^ 

du ~~ g ° ~du~ 

ne soit pas nulle. Mais le raisonnement ne s'applique plus si celle 
expression est nulle pour un point de la courba C; il est aisé de s'en 
rendre compte. Les cosinus directeurs de mt sont proportionnels 
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à -pi -pi ~i ceux de la génératrice G à P , Q , P p 4- Q g ; 

si donc l'expression précédente était nulle, mt coïnciderait avec G. 
Supposons qu'en un point particulier m de la courbe G, mt soit une 
génératrice du cône (T); en un point infiniment voisin m' pris sur G, 
on peut mener par la tangente m't' deux plans tangents à (T) 
infiniment voisins, qui coïncident quand m' vient en m. A chacun 
de ces plans tangents correspond une nappe de surface intégrale 
passant par C, el ces deux nappes viennent se raccorder au point m 
qui doit être, par conséquent, un point singulier de la surface 
intégrale. 

Un cas particulier intéressant est celui où la courbe G est tangente 
en chacun de ses points au cône (T) correspondant; on obtiendra 
une intégrale passant par cette courbe en prenant le lieu des 
caractéristiques tangentes à G. 

Si la courbe G était située sur l'intégrale singulière, il y aurait deux 
intégrales répondant à la question, tangentes Tune à l'autre; d'abord 
l'intégrale singulière, et ensuite l'enveloppe des intégrales complètes 
tangentes à l'intégrale singulière tout le long de la courbe C. Enfin, 
si la courbe G est une courbe caractéristique, il y aura, nous l'avons 
vu, une infinité d'intégrales répondant à la question. 

Proposons-nous, de même, de trouver une intégrale tangente à une 
surface donnée (Z) qui n'est pas elle-même une surface intégrale. On 
cherchera pour cela une courbe G située sur la surface donnée et 
telle que (2) soit tangente en chacun de ses points au cône (T) corres- 
pondant, I/intégrale demandée sera l'enveloppe des intégrales com- 
plètes tangentes à ta surface 2 le long de la courbe G. Si la surface (2) 
était elle-même une surface intégrale, il y aurait évidemment une 
infinité de solutions. 

76. Courbes intégrales. — Les courbes caractéristiques d'une 
équation du premier ordre sont tangentes en chacun de leurs points 
à une génératrice du cône (T) relatif à ce point. Mais ce ne sont pas 
les courbes les plus générales jouissant de cette propriété ; en effet, si 

/ Z — z Y — y\ 

est l'équation du cône (T) de sommet (x, i/, z), pour qu'une courbe 
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possède la propriété précédente, il faut et il suffit que les coordon nées 
X, y, z vérifient l'équation unique 



x > y ' z > Tx' dx) ** °- 



La solution générale de cette équation comporte une fonction arbi- 
traire, car si on pose 

* = * (*)> 

ty (x) étant une fonction arbitraire de x 7 on a pour déterminer y une 
équation différentielle du premier ordre 



l(x f y 9 Mx),V(x),^=Q. 



Nous appellerons courbes intégrales les cmrbes satisfaisant à cette 
condition. 

Monge ( 4 ) a montré que, si on sail intégrer une équation au* 
Privées partielles du premier ordre, on a immédiatement les courbes 
intégrales. Considérons, en effet, les courbes dont les équations sont 

v = o, £ + ,»^ = o, 

où on a posé b = y(a); ces courbes ont une enveloppe que l'on 
"litient en éliminant le paramètre a entre les trois équations 



l v = o, 



V = , _ + ? ' (a) _ = , 



—■4-2 — — ©' (à) -4- — IV (a)V -h — ç f (a) = <L 
da* ^ dadb* w db* LT K n àb f w ' 

fit cette enveloppe est évidemment une courbe intégrale* D'un autre 
f.oté, on a vu au paragraphe précédent que les caractéristiques 
tangentes à une courbe intégrale engendrent une surface intégrale. 
Lus formules (6) représentent donc toutes les courbes intégrales. Ces 
furmules dépendent bien d'une fonction arbitraire <p; mais il est à 
remarquer qu'en général, quelle que soit la fonction ©, elles ne 



<i) Mémoires de l'Académie des Sciences, 1784. 
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donneront jamais les caractéristiques. La courbe intégrale (6) n'est 
autre chose que P enveloppe des courbes caractéristiques situées sur 
la surface intégrale définie par les deux équations 

par analogie avec le cas des surfaces développables, on l'appel If 
encore Yarùte de rebroussement de la surface. M. Darboux a d'aillem 
montré que c'est liien effectivement une arête de rebroussement de L* 
surface, c'est-à-dire une li^ne suivant laquelle deux nappes de la 
suiTaœ se l'accordent. Ce qui précède nous montre, en outre, que 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une infinité simple oV 
caractéristiques engendre une surface intégrale est que ces caracté- 
ristiques aient une enveloppe. 

Exemple. — Considérons l'équation du premier ordre qui admet 
pour intégrale complète les plans 

(i — a*) x h- k (1 -h a*) z -H 2ay + 6 = 0,. 

qui sont les plans parallèles aux plans tangents du cône 

x 1 4- y* = krz 1 ; 

les caractéristiques sont les parallèles aux génératrices de ce cône 
et les courbes intégrales vérifient l'équation 

dm* + dy* = h* dz\ 

Pour avoir ces courbes, je pose b =: 4 /"(a), et les formules (iî) 
deviennent 

i (1 — a r ) x + h (1 + a 5 ) z + 2at/ + if (a) = 0, 
— ax 4- b: ■+- y + 2f (a) = 0, 

( — x + kz -h2f (a) = 0. 

On en tire 

x =, (I ~ a*) r (a) + 2 a f (a) - 2f (a), 

ï kz = - (1 + a») r (a) -H 2a f (a) - 2/" (a). 

G. UfQux, 13 
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Ces équations, comme il est aisé de s'en rendre compte, ne peuvent 
pas représenter les parallèles aux génératrices du cône. SL on prend 
k = 1, ces formules donnent les coordonnées d'un point d'une 
courbe plane et Tare de cette courbe exprimés au moyen d'un 
paramètre sans aucune quadrature. Si on prend h* = — i, on a les 
courbes dites courbes minima qui satisfont â la relation 

dx* -f- dy* -f- dz x = 0, 

et qui jouent un rôle si important dans la théorie des surfaces 
minima. 

77. Dans le tome V des Mathematiscîte Ânnaten, M- Soplius 
Lie a signalé un certain nombre de propriétés des courbes intégrales. 
Une des plus curieuses est la suivante : Toute courbe intégrale a 
un contact du second ordre avec les surfaces intégrales qui lut 
sont tangentes (*). 

Soient, en effet, 

(7) • F (*, y, z,p,q) = 

une équation du premier ordre et 

z = o(x, y) 

une surface intégrale S de cette équation. Soit M un point de celte 
surface, P le plan tangent en M, G la génératrice de contact du 
plan P avec le cône (T) relatif au point M, et I une courbe intégrale 
passant en M et tangente à la droite G. La courbe 1 satisfait au 
système d'équations différentielles 

/q\ dx _ d} J _ dz _ At 

(8) t-q- -p^tq?- ' 

où p et q désignent des fonctions de x et y définies par la rela- 



ie D'une manière générale, si une courbe intégrale a un ronuirt (Tordre n avec une 
caractéristique, elle a un contact d'ordre (n + 1) avec toute surface intégrale passant par 
celte caractéristique. Étant donnée uno équation quelconque eÎu iircmior ordre, il y aura, 
d'une manière normale, des courbes intégrales ayant en chacun nu leurs points un contact 
du second ordre avec la caractéristique tangente et par sutlo un contad du troisième ordre 
avec les surfaces intégrales qui leur sont tangentes. (Darboux, foc< nt„ p. 47,1 
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lion (7) jointe à uiie autre relation de forme arbitraire 

W * (*> tf i *> P> </) = °> 

qui dépend de la courbe intégrale considérée. Soient d ? x, d f y 3 d*^ 
les différentielles secondes de x, y, s relatives à un déplacement sur 
la courbe I, on aura 

dz =jp dx 4- q dy, 
d t z — p d*x — q d*y = dp dx 4- dq dy, 

el par suite, 

d*z ^pd*x — qd*y=:\Pdp + Qdq\ dt. 

Puisque p, q satisfont à la relation (7), on a 

X dx -h Y dy 4- Z dz 4- P dp 4- Q dq = 0, 
d'où 

d's — p d*x — <; d}y = — j X dx + Y dy 4- Z dz j */f 

Soient, d'autre part, F- s, ( les dérivées secondes de z pour un pi mit 
de la surface S ; ou aura 

l X 4-pZ 4- P* é 4- Qs = 0, 
( Y +qZ 4- Ps 4- Qt = 0, 
ou 

(X -h pZ) dt -h r dx 4- s dy = 0, 
{Y -h qZ) dt 4- s dx 4- t dy = 0, 

en remplaçant P, Q par leurs valeurs tirées des équations (8). < >n en 
conclut, en multipliant les deux relations par dx et dy respective- 
ment et en tes ajoutant, 

dt \ X dx -h Y dy 4- Z dz \ 4- r dx» 4- 2s dx d y 4- t dy- = 0. 

On a donc les deux relations suivantes : 

ids — p dx — qdy = Q, 
d*z — p d*x — q d i y — r dx* — 2s dx dy — t dy* as M. 

Ces deux équations expriment qu'il y a un contact du second ordre 
entre la courbe I et la surface S au point M; car, si on pose 

S — z — 9 (x, y), 
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z, x, y étant supposées remplacées par les coordonnées d'un point 
de la courbe I, ces deux relations expriment que l'on a, pour le 
point M, 

d-f =: 0, d*5 = 0. 

On tire de cette proposition des conséquences intéressa nies. Consi- 
dérons un complexe de courbes 

( f (?, y> r, a, b, c) — 0, 
i fi( x > V y z > a > h > c ) = °- 

Par chaque point de l'espace il passe une infinité de courbes de ce 
complexe, dont les tangentes forment un cane (T) ayant le sommet 
en ce point. Les surfaces tangentes en chacun de leurs points au 
cône (T) correspondant vérifient une équalion aux dérivées partielles 
du premier ordre, dont les courbes du complexe sont des courbes 
intégrales; d'ailleurs il est évident qu'il existe une infinité de com- 
plexes conduisant à la même équation aux dérivées partielles. Pre- 
nons, en particulier, un complexe de droites; le cane (T) sera dans 
ce cas le cône formé par l'ensemble des droites qui passent eo un 
point. Soient S une surface intégrale, M un point de cette surface et 
MT la tangente en ce point à la courbe -caractéristique située sur là 
surface qui passe en M; MT, étant une courbe intégrale, d'après ce 
que nous venons de dire, aura un contact du second ordre avec la 
surface S. Les caractéristiques sont donc des courbes telles qu'eu 
chacun de leurs points la tangente a un contact du second ordre 
avec la surface S : ce sont par conséquent des lignes asymptotiques 
de la surface. Il y a un autre cas où les caracteris tiques sont des 
lignes asymptotiques des surfaces intégrales ; c'est celui des équations 
linéaires dont les caractéristiques forment une congruenee de droite*. 
M. Lie a d'ailleurs montré que les deux cas que nous venons de citer 
sont les seuls où cette circonstance se présente. 

Revenons au cas précédent ; les différentielles dx f d y, dz sont les 
mêmes pour la courbe intégrale I tangente en M à la caractéristique C 
et pour la courbe C elle-même. Puisque la caractéristique est une 
ligne asymptotique de la surface S, on a 

r dx* + 2s dx dy ■+- t dy f = 0; 
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par suite, on a pour la courbe I 

d}z — p d*x — q d*y = 0, 

relation qui exprime que le plan tangent au cône (T) 

%*- z =p(£ — x) + qÇV — y) 

est le plan osculateur à la courbe I au point M. On peut donc énoncer 
la proposition suivante : Lorsque les tangentes d'une courbe appar- 
tiennent à un complexe de droites, le plan osculateur en un point 
de cette courbe est le plan tangent au cône du complexe suivant 
la tangente à la courbe en ce point. 

78, Étant donne un complexe quelconque de courbes dans l'espace* 
il est évident, d'après ce qui précède, qu'il n'existe pas, en gênerai, 
d'équation aux dérivées partielles du premier ordre dont ces courbas 
soient les caractéristiques. En effet, à ce complexe de courbes corres- 
pond un système de cônes (T) et par suite une équation aux dérivées 
partielles bien déterminée 

(10) F(*,y,s,p,g) = 0, 

dont les courbes proposées seront simplement, en général, des courbes 
intégrales. 

Mais on peut donner des courbes caractéristiques une propriété 
géométrique , indépendante de toute surface intégrale, qui les distin^i m 
des autres courbe* intégrales. A tout complexe de courbes correspond 
un système de cônes (T) et, par suite, un système de courbes 
planes (C). En ebaque point M d'une des courbes du complexe précè- 
dent menons le plan tangent P au cône (T) suivant la tangente à 
cette courbe. Quand on se déplace sur cette courbe, ce plan P enw- 
Joppe une surface développante ; pour que la courbe considérée mil 
une caractéristique, il faut et il suffit que la génératrice de cette 
surface dêveloppahle qui passe en M soit précisément la tangent** 
en M à la courbe (G) du plan P. D'après ce qu'on a vu plus haut 
sur les développables caractéristiques, cette propriété appartient bien 
aux courbes caractéristiques. Elle n'appartient pas à d'autres courbe- 
intégrales, car, si on l'exprime analytiquement, on est conduit préci- 
sément aux équations différentielles des caractéristiques. 
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Pour toute courbe intégrale on a d'abord 
dx dy dz 



(«) 



dp dq dp àq 



Le plan tangent au cône (T) suivant la tangente â celle courbe a pour 
équation 

Z - z = p (X - x) + q (t — W% 

et la génératrice de contact de ce plan avec son enveloppe s'obtiendra 
en joignant à l'équation précédente la relation 

— dz = dp (X — x) -f- dq (Y — y) — p dx — q d*j 7 

c'est-à-dire 

dp (X — x) -4- dq (Y — y) s= 0. 

Cherchons de même la tangente à la courbe (G) du plan P, repré- 
sentée par les équations 

F (X, Y, Z, p, q) = 0, 
Z — s =p (X — a) + g (Y — y), 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. La tangente a cette 
courbe au point (x, y, z) sera définie par les deux relations 

d£ dy dz 

dZ=p dX + q dY, 
d'où on tire 



r F dF\ ._ /dF ,JF\ JV „ 



\à 



Pour que cette tangente coïncide avec la génératrice précédente, il 
faudra que l'on ait 

dp ___ dq 

— .+. p — j. q — 

dx dz dy à: 

ces relations, jointes aux formules (H) et à l'équation rîF = 0, con- 
duisent précisément aux équations différentielles des caractéristiques. 
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CHÀP. IX. — ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES. 199 

79. Solutions singulières. — Soit 

(48) V (x, y y z, a, b) = 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre; supposons 
que ces surfaces admettent une enveloppe définie par l'équation (f2) 
jointe aux équations 

et qu'elfes louchent cette enveloppe en un point ou en un nombre fini 
de points. A tout système de valeurs des paramètres a et b correspond 
un point M de cette enveloppe 2 où cette enveloppe est touchée par 
la surface V correspondante. En tout point M (a , b ) de 2 pas-se 
une infinité de caractéristiques tangentes à 2, car si on considère la 
caractéristique définie par les équations 

dV dV 

V (x, y, z, a , 6 ) = 0, — + c — = 0, 

celte caractéristique passe au point M, quel que soit c, et est évîdem- 
ment tangente en ce point à 2. A toute direction de tangente û la 
surface 2 au point M correspond un système de valeurs des différen- 
tielles da et db qui définissent cette direction. Soient C et C deujç 
courbes tracées sur la surface 2 et passant au point M, da f dh; ïtt, 
ïh les différend elles correspondant respectivement aux tangentes 
en M à C et C\ L'intégrale complète tangente à 2 en un point M 1 , 
infiniment voisin de M, situé sur C, coupe l'intégrale complète, 
tangente à 2 en M, suivant la caractéristique que l'on obtient en 

5b 
prenant pour la constante c la valeur c = — • Cherchons la relation 

o ci 

qui doit exister entre les différentielles db, da, 5 b, 5a pour que 
cette caractéristique soit tangente à la courbe C au point M. Los 
différentielles dx 7 dy, dz relatives à un déplacement le Ion;} dfc C 
sont données par les relations 

dV . dV _ dV . n 

— dx + -r— dy -*- - r - dz = 0, 
da; dy dz 

v ' 1 <to rfx âaày * dadz da* dadb 

f </*V , d f V J d*V J d f V . d f V jr _ 

\ âb àx dbdy db dz daàb àb % 
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200 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Pour un déplacement le long de la caractéristique on a 

! — dx •+- — dy -i- — dz = 0, 
1 dx dy dz 

/JKX \ ^v _ ^V _ d»V . 
( 15 ) t— r- dac + Â—r d y + 1 — r d * 

^ ' ida dx da dy dadz 

I ibr d*\ . ipv , â*v , n fl 

\ caL^b^x </b dy €?£? dz 

Les valeurs de d;r, dy, dz tirées des formules (14) et (15) devront 
être les mômes, ce qui donne la relation 

d*V d*V rf*V 

-— ■ da ha -f- - — — [da 86 + db 8a] -h ^— db cb = 0. 
da 1 dadb L ah 1 

Cette relation fait correspondre à toute tangente M ^ issue du point M 
une autre tangente Mja' et, comme elle est symétrique par rapport 
aux différentielles d et 0, cette correspondance est réciproque. On 
définit ainsi sur la surface 2 un système de lignes analogues aux 
lignes conjuguées sur une surface quelconque. Pour que les deux 
tangentes correspondantes se confondent, il faut avoir 

d*\ d*V d*\ 

~ da' + 2 — —r daUb-h^— db* ^ 0, 

da* dadb db 1 

et on a ainsi deux séries de lignes, tracées sur ta surface Z f analogues 
aux lignes asymptotiques. La théorie qu'on vient d'indiquer se réduit 
d'ailleurs à la théorie ordinaire des lignes conjuguées si l'intégrale 
complète est un plan. 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons supposé implici- 
tement que la relation 

d*V d*V 



/ à*v \* 

[dadb) " 



da* db* "~° 



n'était pas satisfaite, car, si elle avait lieu, Je rapport -- * qui est 

donné par la formule 

<**V 86 d*Y 



db 


da db 8a da* 


da 


d*V 86 d*\ 
db* 8a + dadb 
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CH.iP. IX. — ÉQUATIONS A TROIS VAI\IABLES. 20" 

Tin 

serait indépendant de — • Dans ce cas, toutes les caractéristiques 

passant en M seraient tangentes; ce serait un cas analogue à celui 
des surfaces développables où la caractéristique du plan tangent est 
toujours la génératrice. Considérons, par exemple, une surface quel- 
conque (!i), un des systèmes de lignes de courbure de cette surface» 
et toutes les sphères tangentes à la surface et ayant pour centres les 
centres de courbure principaux correspondant au système de lignes 
de courbure considéré. Imaginons qu'on ait formé l'équation du pre- 
mier ordre qui admet ce système de sphères pour intégrale corn 
plète, H) sera la solution singulière de cette équation. Soient M un 
point quelconque de la surface (2), C la ligne de courbure du système 
considéré qui passe en M, MT la tangente à cette ligne de courbure, 
le centre de courbure correspondant, S la sphère de centre tan- 
gente en M à (I), MT la tangente à la seconde ligne de courbure qui 
passe en M. Prenons sur (2) un point M' infiniment voisin de M; 
soient 0' le centre de courbure principal correspondant et S r la sphère 
de centre F tangente en M f . Les deux sphères S et S f se coupent 
suivant un cercle c dont le plan est perpendiculaire à 00 r . A la 
limite, la droite 00 r est située dans le plan tangent en à la surface 
lieu des centres de courbure principaux, c'est-à-dire dans le plan MOT'* 
La tangente à la caractéristique est donc la droite MT, de quelque 
façon que le point M' se rapproche indéfiniment du point M. 

80. L'intégrale singulière de Lagrange possède donc les troi 
propriétés suivantes ; 1° elle est l'enveloppe de toutes les autres 
intégrales; 2° par chaque point de cette surface, il passe une infinité 
de caractéristiques qui lui sont tangentes; 3° par toute courbe de 
cette surface passent deux intégrales tangentes, cette surface elle- 
même et l'enveloppe de toutes les intégrales complètes qui lui sont 
tangentes le long de cette courbe. 

Ces deux dernières propriétés permettent facilement de déduire la 
solution singulière de l'équation aux dérivées partielles elle-même. 

1° Soit 

F,t*> y, *, P, q) = 
une équation du premier ordre, x , i/ , r , p , q un élément 
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202 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES . 

quelconque de l'intégrale singulière (2) de Lagrange; il faudra que 
le système d'équations différentielles 

dx dy dz __ — dp — dq 

~P — ~Q "~ Vp + Qq ~ X+pZ ~ Y + qZ 

admette une infinité d'intégrales correspondant aux valeurs initiales 

#o> Vo> z o> Pv> </<>• I' f aut évidemment pour cela que cet élément 

annule tous les dénominateurs, car si, par exemple, P était différent 

dy dz dp dq >.-_»*--, 

de 0, on . en tirerait pour -j— » -r- » — > j 2 H>i scut système de 

valeurs finies et bien déterminées dans le voisinage de ces valeurs 
initiales et, par suite, un seul système de valeurs pour y, z, p 7 q« 
Donc tout élément de'(2) doit satisfaire à la fois aux cinq équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, X-Fj>Z = 0, Y + qZ = 0. 

2° Servons-nous de même de la troisième propriété de Y intégrale 
singulière. Soit C la courbe d'intersection de (!) par un plan parallèle 
au plan des yz y ayant pour équations 

x = a? , z = <? (y). 

Tous les éléments x, y, z, p 9 q de la surface (1) ? le long de la 
courbe C, sont bien déterminés; en particulier, on aura q = g 1 (y)* 
Si ces éléments n'annulaient pas P, on pourrait résoudre 1* équation 
F = par rapport à p et la mettre sous la forme 

P = * (*> », *, $)> 

<1> (#> 2/> *> tf) étant une fonction développable, et alors, en verlu du 
théorème de Cauchy, il existerait une fonction r, et une seule, qui 
satisferait à cette équation et qui, pour x = x^ se réduirait à ? (y). 
Si donc il passe deux intégrales tangentes Tune à l'autre par la 
courbe C, il faut nécessairement que tous les éléments de (2) annu- 
lent P. On verrait de même, en coupant la surface (!) par un plan 
parallèle au plan des zx> qu'il faut avoir Q = 0. L'intégrale (S) doit 
donc satisfaire aux trois équations 

(16) F = 0, P = 0, Q=r0, 
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CHAP, IX* — EQUATIONS A TROIS VARIABLES. 203 

On en conclut aisément, comme nous l'avons vu (§ 14), qu'elle 
satisfait aussi aux équations 

(17) X + pZ = 0, Y + qZ = 0. 

L'intégrale singulière de Lagrange satisfait donc aux équations qui 
ont été prises plus haut pour définition des intégrales singulières. 

81 - S'il existe une intégrale singulière 

R (x, y, z) = 0, 

pour tous les points de cette surface les cinq équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, X -4- pZ = 0, Y -f- qZ = 

admettront une solution commune en p et q. Réciproquement, s'il 
existe une surface telle que, pour tout point de cette surface, les cinq 
équations précédentes admettent une solution commune en p et q, 
cette surface est une intégrale singulière. En effet, pour tout déplace- 
ment sur celte surface, on aura 

X dx -h Y dij -i- Z dz 4- P dp + Q dq = 0, 
ou, en tenant compta de ces relations, 

Z (dz — p dx — q dy) = 0. 

Si Z n'est pas nul pour ces valeurs de p et q> on en conclut que p et q 
sont les coefficients angulaires du plan tangent à la surface considérée, 
qui est, par suite, une intégrale singulière. Mais si Z est nul, le 
raisonnement ne s'applique plus. 
Toute intégrale singulière d'une équation aux dérivées partielles 

F (* > V y z> P> 9) = 

devant vérifier les cinq équations (16) et (17), il semble, d'après 
cela, qu'une équation F = prise au hasard n'admettra pas d'intégrale 
singulière, puisque cinq équations ne déterminent, en général, qu'un 
nombre fini de systèmes de valeurs pour cinq variables. Cependant, 
comme ces cinq équations ont été obtenues avec les dérivées partielles 
d'une môme fonction, ce point pourrait donner lieu à quelque 
incertitude. 
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204 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

On peut rendre le raisonnement plus précis. Si la fonction F n*a 
pas été prise d'une façon particulière, l'élimination de p et de q 
entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 

conduira à une certaine relation R (.t, y, z) = qui donnera 
l'intégrale singulière de l'équation F = 0, si elle existe. Prenons 
maintenant l'équation 

F (x, V, z> P + a, q -h b) = 0, 

où a et b désignent des fonctions quelconques de x 7 y , z. L'élimination 
de p et de q entre cette équation et les relations 

àF (g, y, s, p + a, g + b) __ A dT( x, th i* P ± % g -*- *0 _ A 
^~~ : - ' ^ 

conduira évidemment au même résultat, 

R (x, y, z) =à 0* 

Il est clair que la surface représentée par celle équation ne peut 
satisfaire à l'équation précédente, quels que soient a et b. On conclut 
de là qu'une équation aux dérivées partielles prise nu hasard ou 
formée directement d'une manière quelconque n'admet pas (Tune 
façon normale d'intégrale singulière. 

Les conclusions qui précèdent paraissent être en désaccord avec la 
théorie de Lagrange. En effet, il semble, d'après ce que nous avons 
dit, qu'en prenant l'enveloppe d'une intégrale complète V (x, */, r, 
a, b) = 0, on a toujours une intégrale singulière. Ce désaccord n'est 
qu'apparent, car le raisonnement de Lagrange suppose que l'intégrale 
complète a effectivement une enveloppe ou ? en d'autres termes, que 

d\ â\ 

les fonctions V, — » -77 satisfont aux conditions de continuité qu exige 
aa 00 

la théorie des enveloppes, ce qui n'arrivera pas nécessairement. 

Les théorèmes généraux de Gauchy nous apprennent bien qu'il 

existe une infinité d'intégrales complètes holomorplies dans un 

certain domaine, mais rien ne prouve que ces intégrales complètes 

seront continues dans une étendue suffisante pour qu'on puisse leur 

appliquer la théorie des enveloppes. Nous pouvons même affirmer, 

d'après ce qui précède, qu'il n'en sera pas généralement ainsi. 
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82. Étudions maintenant d'un peu plus près les diverses circons- 
tances oit l'équation du premier ordre 

F (*i y, 5, p,q) = 

admet une intégrale singulière. Nous avons vu dans les paragraphes 

précédents que celte intégrale satisfait aux cinq équations (16) et (17). 

Supposons donc qu'il existe une intégrale singulière (2) et soit M un 

point de celte surface. Les équations de la normale MX en M (x 7 y> z) 

à (1) sont 

X — a&_ Y — i/^Z— z 

P ~~ ? _ — 1 

où p et ^ satisfont aux équations (16) et (17). L'équation du cône des 
normales, relatif au point M, est 

et les relations 

P = 0, Q = 

expriment que la normale à la surface (Z) est une génératrice double 
Ju cône des normales relatif au point M. Donc, pour qu'une intégrale 
soit xitrynlièrVj II faut vt il suffit que la normale en chaque point 
soit une génératrice double du cône (N) relatif à ce point. 

En général î le cône (N) relatif à un point quelconque de l'espace 
n'admettra pas de génératrice double. Pour savoir s'il existe une 
intégrale singulière, on cherchera donc d'abord le lieu des points de 
l'espace pour lesquels Je cône des normales correspondant admet une 
droite double. Ce lieu s'obtiendra en éliminant p et q entre les 
équations (16). Soit R (x, y> z) = le résultat de cette élimination. 
Pour que cette surface soit une intégrale singulière, il faudra en 
outre que la normale en chaque point soit précisément la droite 
double correspondante, ce qui serait exprimé, il est aisé de le voir, 
par les relations 

X+pZ = 0, Y + ?Z = 0, 

p, q, — 1 étant les paramètres directeurs de la droite double. 

Si le cône des normales relatif à un point quelconque de l'espace a 
toujours une génératrice double, les équations (16) ne seront pas 
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distinctes et l'élimination de p et de q entre ces équations conduira 
à une identité. Soient A, B, C les paramètres directeurs de la généra- 
trice double du cône relatif à un point quelconque IL A, B, C seront 
des fonctions connues de #, y, z, définies par les éq tia Lions (16). S'il 
existe une solution singulière, elle devra satisfaire à la relation 

(18) A dx + B dij -h C dz = 0, 

c'est-à-dire que z devra vérifier les équations 



'dz_ A 
àx~ C' 


dz 

ày~ 


B 
C 


En écrivant que l'on a 


d'z 




dx dy 


dy dx 




on est conduit à la relation 







<<HhH)JKK(>H)âK)- 

Si cette équation n'est pas identiquement vérifiée, elle fournira une 
relation ty (x-, y y z) = 0. Si la fonction z définie par cette relation 
satisfait à l'équation aux différentielles totales, elle fournira une inté- 
grale singulière; sinon, il n'y aura pas d* intégrale singulière. Si la 
condition d'intégrabilité (19) est vérifiée identiquement, l'équation 
aux différentielles totales (18) admettra une intégrale 

9 ( x y z ) = *t . 

dépendant d'une constante arbitraire e, et il y aura une infinité 
d'intégrales singulières. 

Pratiquement voici la marche a suivre pour rechercher les inté- 
grales singulières: on éliminera p et q entre les trois équations (16). 

1° Si cette élimination conduit à une relation 

R(j5,y,s) = 0, 

qui n'est pas vérifiée Identiquement, on examinera si la fonction z 
définie par cette relation satisfait aux trois équations 

F = 0, P =s 0, Q = 0. 
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S'il en est ainsi, elle donne une intégrale singulière; dans le cas 
contraire, il n'en existe pas. 

2° Si l'élimination de p et q entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, 

conduit à une identité, on cherchera directement, par l'application dg 
la méthode générale, s'il existe des intégrales communes à ces trois 
équations. 

Exemple I. — Considérons l'équation 

F = pq — z = 0; 
on a 

Donc z = est une intégrale singulière. En effet, l'équation dp 
cône des normales est 

(X-x)(Y -y)_ 



(Z - *)■ 



= Z. 



Pour z = 0, ce cône se décompose en deux plans X — x = 0, 
Y — y = dont l'intersection est perpendiculaire au plan z =ç Q. 
D'ailleurs, nous avons vu (§41) que 

z = (x — a)(y — b) 

est une intégrale complète formée de paraboloïdes hyperbolique* 
tangents au plan des xy. 

Exemple IL — Soit 

F =pq — z -+• ax -+- by = 0, ab ^ 0; 
on a 

L'élimination de p et q entre F = 0, P = 0, Q=0 donne 

z = ax ■+■ by, 

qui ne satisfait pas à l'équation proposée; il n'y a donc pas d'intégral»' 
singulière. 
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Exemple III. — Soit encore 
Il faut lui adjoindre les deux équations 

ces deux équations se décomposent en deux systèmes : 
1° p=0, q = Q, 

qui donne l'intégrale singulière z = 0; 



Oo 



£=<>,■ q = Q. 



Les valeurs de p et q tirées de ce système vérifient l'équation F = Ô. 
Cherchons si ces deux équations admettent des intégrales 'coin ni unes- 
La seconde équation nous montre, que r ne dépend pas de y\ z doit 
alors satisfaire à la relation 



*-(£)'-* 



d'où on lire, en intégrant, 






(x — a) 1 



A ce second système correspond une infini lé de solutions singulières. 
Une intégrale complète de l'équation proposée est 






(x — a)* (;/ — h)* 
2 + ~T~ 



En appliquant le procédé de Lagrange, on trouve, en éliminant a et b 
entre cette équation et les deux équations 



# — a = 0, i/ — b = 0, 



l'intégrale singulière 



z = 0. 



L'intégrale singulière z =. rentre dans l'intégrale générale 
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de Lagrange, On l'obtient en prenant l'enveloppe des Intégrales 
complètes pour lesquelles a est une constante et b seule varie. D'une 

ière générale, chaque rois qu'une équation du premier ordi 
de la forme 

ri m, tt| p sont des nombres entiers su péri eu rs à un, on aura des 
raies singulières en cherchant les intégrales communes aux 
équations 

Y\ = 0, F, = 0, F 1 = (h 

83. Étant donnée une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre 

F (*, >/,!/') = 0, 

on sait que l'élimination de y* entre celte équation et la relation 



m lit a une équation 






R (x 7 in =ss 0, 



qui re présente, en général, un lieu de points de rebrousse in ont pour 
les courbes intégrales (*), M. Darboux a démontré un théorème tout 
à fait analogue pour les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. Si m l\ (*, t/> z) = est le résultat de l'élimination de p et q 
entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q == 0, 

la surface U (x, y, z) = est, en général, le lieu des points de 
rebromsement des courbes eantctéristv] 

Il est évident, d'abord, que cette surface, étant le lieu des sommets 
des cônes (N) quï ont une droite double, est indépendante du choix 
des axes. Cela posé, prenons pour origine un point de la surface et 
pour axe des z la droite double correspondante. On devra avoir 
F = pour 

x = y = z = p — q = Q; 

)*l fitfboux, Hvltrtin 4n SrîfHïtxmûthè/Hfiti'iHfr fi ft*trmmiq*f* t t. lV T tf< »drU\ p, 138* 
C. f,rr**«. 14 
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F est donc de la forme 

F = ax 4- by 4- cz 4- p (a' x 4- V y + & z) + q (a'x + b w y -+- c r z) 

A P* t, Go* 

+ -g- + B *^ + If + * fo y* r > P' *)■ 

© (a?, ?/, z, p, g) ne contenant que des termes d'un degré au moins 
égal au second. F ne contient pas de termes du premier de^ré en 
p et g, puisque P et Q doivent aussi s'annuler pour x = y = - = p 
= g = 0. On a alors 

P = a'ac 4- 6'y + c': + A» + Bg-h— » 

dp 

Q = a'x + b'y 4- c'z h- Bp + Cg h- -î i 

X = a 4- a'p 4- a'g 4- -r^ > 

Y = b 4-b'p 4- b'q + tï, 
ày 

Z = c 4- c'jp -I- c'q -h -J-- 
oz 

Les équations différentielles des caractéristiques sont donc 

dx , ., . . _> do 

— - = a'x 4- 6'y 4- c'z -h Ap 4- Bg -h ~ » 

dt/ âç 

-Z = a'x 4- fc't/ 4- c's 4- Bp 4- Cg 4- — !- t 

ac a q 

-£ =p (a'x 4- b'y 4- c'z) 4- g (a'x 4- */y Ht c*z) + Ap* -h 2B/7 g 
et t 

^C' + p-J + ïJ, 

— -~ = a 4- a'p 4- a'g 4- p (c 4- c'p 4- c g) + ~ +JJT 1 ' 
dt ox oz 

— -~ = b 4- b'p 4- b'g 4- g (c 4- c'p + c'q) 4- -r 1 +?-p- 
dt Oy oz 

Étudions la caractéristique qui correspond aux valeurs initiales 
x = y=zz=p = q = 0et supposons, ce qui est permis, que la 
valeur initiale de t soit t = 0. Les quantités X -f* jïZ f T + f 2 *i 
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réduisent respectivement à a et b pour l'origine. Nous supposerons 
que la normale à l'origine à la surface R (x t y, z) = n'est pas 
Taxe des z, ce qui est bien le cas puisque, par hypothèse, cette 
surface n*est pas une intégrale singulière. ÀlorSj une au moins des 
quantités a et b sera différente de zéro. Soit, par exemple, a ^ 0; 
les deux dernières équations différentielles donnent, en intégrant, 

p = — ai + ..., q = — bt -h ..., 

dx du dz d i z , 
on voit par suite que, pour t = 0, ^ y, î, — t — » jj et — s an- 

nulenl et que -—^ ? -j-j se réduisent respectivement à 



A 
c'est-à-dire à 



m.*»®); B (£).-$)/ 



— (Xa + Bb) y — (Ba + Cb). 



Les développements de x, ?/, r suivant les puissances croissantes de t 
commencent donc de ta façon suivante ; 

1 
ar = — -(Aa + Bo)t s +-..., 

m 

?=:l(Aa* + 2Bab + Cb')t' + .... 

O 

On ea conclut que, si on prend x comme variable indépendante, les 
développements de y et z suivant les puissances croissantes de x 
commenceront de la façon suivante : 

( ]/ = /ix + ... 
( s=rVa:î+ .... 

Ce qui montre bien que la caractéristique qui est tangente à Tontine 
au plan des xy a, en ce point, un point de rehaussement. Par 
chaque point de la surface R (ai, y t z) — il passe donc une caracté- 
ristique déterminée, ayant un rebrousseraient en ce point. 
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84. Les propriétés de l'intégrale singulière de Lagrange ont été 
établies (§ 79) en admettant l'existence d'une enveloppe pour les 
intégrales complètes. Nous allons suivre maintenant une méthode 
plus rigoureuse en nous servant uniquement de l'équation aux 
dérivées partielles elle-même. Supposons que les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 

admettent une intégrale commune. Prenons pour origine un point de 
l'intégrale singulière, pour axe des z la normale* en ce point et soit 

z = ? (x, y) 

l'équation de la surface. Si on pose 

z = ç(x, y) + z\ 

cette transformation n'altère pas les relations de contact et elle 
change une intégrale singulière en une intégrale singulière de la 
nouvelle équation. On peut donc supposer que la solution singulière 
est le plan des xy. Nous admettrons en outre que cette solution ne 
satisfait pas à la relation Z = 0, de sorte qu'on puisse mettre 
l'équation proposée sous la forme 

(20) F = *-BF(*,y,j>,ç)=0, 

& ( x > V y Py 9) étant une fonction holomorphe dans le voisinage des 
valeurs 

x = y=p = q = Q. 

D'ailleurs, les équations 

F = 0, P = 0, Q=0 

devant être satisfaites par les valeurs z = 0, p — 0, q — 0, réquai ion 
proposée sera de la forme 

* = -y- + BP? + -y- + * t*J 9* P> 0> 

où tous les termes de <J/ sont, au moins, du second jlegré en p et q. 
Étudions les courbes caractéristiques tangentes à l'élément 
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Les équations différentielles des caractéristiques sont ici 

dx dy dz __ — dp — dq 

T ~ Q* ~ Pp + Qg ~ X^ _ Y^' 

où on a posé 

dxs drs dxjs dzs 

p = -r— > y = — > x = — > y = ^— • 

dp dq dx dy 

Pour l'élément initial, tous les dénominateurs sont nuls et, par 

suite, les valeurs initiales des rapports •— -> •••> ~ sont indéter- 

dx dx 

minées. Pour lever cette indétermination, introduisons une variable 
auxiliaire u en représentant la valeur commune de tous ces rapports 

du 
par — et faisons le changement de variables suivant : 

p=p'u, q = q'u. 

En remarquant que tt* sera en facteur dans ct (ce, y, p, q)> on peut 
poser 

tf (#, y y p, q) = uV (x, y, p\ q'), 

dx~~ Xy dy" ' dp' ~ ' J7~ y " 

On aura 

Xzzru'X', Y = u*Y', 

P = u 1 P' $! = uP', Q = i*Q'. 
Les équations différentielles des caractéristiques deviennent alors 

d P' _ y. d ?' _ y» 
du du 

et, pour l'élément initial, les seconds membres ne sont pas tous 
nuls. Nous pouvons choisir arbitrairement les valeurs initiales de 
p* et q\ car, quelles que soient ces valeurs, on aura toujours p = 0, 
q = pour u = 0. Soient a et (3 ces valeurs initiales ; on a 

P' = Ap' +Bq' -h ..., 
Q' = B^ +Cq' + ..., 

et, par suite, les valeurs initiales de P' et Q' sont Aa + B0 et 
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Bx -+- C(l. On en conclut que les développements de x et y ordonnés 
uivanl les puissances croissantes de u commencent de la façon 

suivante : 

!x = (Aa 4- B(l) u 4- ..., 
y = (Ba +Cp)« + .** 
z = ku* -*- .... 

Ceci nous montre qu'il existe npn seulement une caractéristique 

ingente en chaque point à la solution singulière, mais Lien une 

infinité. Toutes ces caractéristiques paraissent dépendre de deux 

j paramètres arbitraires, mais en réalité elles ne dépendent que du 

& 
rapport -? car les équations différentielles ne changent pas si on 

P 
remplace u par hu, h étant une constante quelconque. Le coefficient 

angulaire de la tangente à la caractéristique à l'origine dans le plan 

des xy est 

Bq + Cg 

Aa + Bp' 

Si donc B f — AC n'est pas nul, cette tangente peut prendre toutes 
les positions possibles dans le plan des xy autour de l'origine et il 
existe une caractéristique tangente à toute droite passant par l'ori- 
gine dans le plan des xy. 
Soient 

*o = ?(*>)> y f = ♦(«), ** = 

es équations d'une courbe quelconque située sur la surface singulière 
x = 0. Par tout point de cette courbe passent une inimité de caracté- 
ristiques tangentes au plan des xy. Comment faut-il associer ces 
caractéristiques pour qu'elles forment une surface intégrale? Soîl 






l y = U (*<» Pi» \> m 

[ P — U (*oi ' ■ • 

1 1 = U ( X 07 - ■ ■ 
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l'intégrale générale des équations différentielles des caractéristiques. 
Nous savons que ces fonctions vérifient l'équation 

™ (*> l/> Vj <Ù — * = o. 



De plus, on a 






dz dx ày 
du du du 



Pour que l'on ait une intégrale, il suffira que Ton ait 



Posons 



dz dx ày 

dv dv dv 



_. dz dx dy 

dv" P dZ~ q Jv' i 



on a 



dH d*z d*x d*y dp dx dqdy 

du dudv dudv dudv du dv dudv 

D'ailleurs, puisque 



d*z à*x d*y dpdx dqdy 



- P ^7^7. ~ 9 



dudv du dv dudv dv du dv du 



il vient 



dV dpdx dqdy dpdx dqdy 

du dvdu dvdu dudv dudv 



Remplaçons dans cette expression — > -~> —-•> ~~ par P, Q, 
_ (X — p\ — (Y — q) et il vient 

du u( dv dv dv dv dv dv ) 

d'où, en tenant compte de la relation or (x, t/, p, q) = z, 

(21) » - = - U 

7 du u 
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Comme U est toujours nul pour les valeurs initiales z* =:0, p* =0, 
q* =z 0, il semblerait d'après cela qu'en associant les caractéristiques 
tangentes au plan des xy suivant une loi arbitraire, on obtient 
toujours une intégrale. Mais nous sommes ici dans un cas où l'objec- 

tion de M. Bertrand s'applique, car le facteur e^° s est infini. Donc 
pour que U soit nul, il ne suffit pas que U^ le soit, En intégrant 
l'équation (21), il vient 

U = Cu. 

Pour que U soit nul, il faut donc avoir C = 0. Or, 



ou encore 



\âu/ dv \àv) 9 àv 



Les développements de p et de q commencent par des termes de la 
forme 

p =z %n -h ..., q = Pu -h .... 

La condition C = prend donc la forme 

âv âv 

Cette condition détermine la valeur du rapport - tout le lonjz de la 

P 
courbe donnée. Il existe donc une intégrale àiflfêrenle de : = G et 
tangente à l'intégrale singulière le long d'une tourbe quelconque 
tracée sur cette surface. 

La condition précédente est vérifiée, en particulier, si on prend 
x = C te , y = C^. On en conclut que toutes les caractéristiques 
qui passent par un point de la surface singulière engendrent une 
surface intégrale, tangente en ce point à la surface singulière. Cette 
intégrale joue le même rôle que l'intégrale complète dans la théorie 
de Lagrange. Nous retrouvons ainsi, par une voie plus rigoureiisr. 
les propriétés fondamentales que nous avions reconnues plus haut a 
l'intégrale singulière. 
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Remarque. — Si dans l'équation 

z = xs (x, y, p, q) 



on fait la substitution 

z = z'* 



y 



z'* se met en facteur et la nouvelle équation n'admet plus la solution 
z % = 0, qui se trouve ainsi éliminée de l'équation. 

Nous n'avons examiné, dans ce qui précède, que les hypothèses les 
plus générales où Z et B* — AC ne sont pas nuls. Pour une étude 
plus complète, nous renverrons au Mémoire de M. Darboux. 

85. Nous terminerons ces considérations sur les intégrales singu- 
lières en les appliquant aux équations qui se décomposent en plusieurs 
équations linéaires. Soit 

(22) F <*,y,z,i>, = 

une équation du premier ordre où F désigne une fonction décompo- 
sable en n facteurs linéaires en p, q 

F = (u t p + v x q — w t ) (u t p -h v t q — w,) ... (u„p -f- v n q — w n ). 

Le cône (T) relatif à un point quelconque M de l'espace se compose 
des n droites D„ D„ ..., D H qui passent en ce point et ont pour 
paramètres directeurs u t , v l9 w t ; w„ v„ w % \ ...; u n , v ny w n . Car 
l'équation (22) exprime que le plan tangent à une surface intégrale 
qui passe en M contient une de ces n droites. Les courbes caracté- 
ristiques forment, dans ce cas, non plus un complexe, mais seule- 
ment une congruence, car par tout point de l'espace il en passe n 
seulement. Ceci semble en contradiction avec les résultats généraux 
que nous avons trouvés plus haut. Mais il est aisé de se rendre 
compte que si, au lieu de considérer les courbes caractéristiques 
seules, on considère l'ensemble formé par une courbe et une déve- 
loppable caractéristique, cet ensemble dépend de trots paramètres 
arbitraires. En effet, soient 

f(x,y,z) = a, 9 (x,y,z) = b 

les équations de la congruence formée par les courbes caractéris- 
tiques. Pour avoir une surface intégrale, on établit entre les deux 
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paramètres une relation a = II (b) et l'équation 

donne une surface intégrale. L'équation du plan tangent à cette 
surface au point x, y, z est 

d-»2-.(Y-< +( ,-->:g 

en posant 

Cette équation peut s'écrire 

On voit que le plan tangent ne dépend que du paramètre c. La 
forme même de l'équation (23) nous montre que si on considère un 
point M d'une courbe caractéristique C, par laquelle passent quatre 
surfaces intégrales S n S„ S„ S 4 , le rapport an harmonique des quatre 
plans tangents à ces quatre surfaces au point M est égal au rapport 
anharmonique des quatre valeurs correspondantes de c. Tout le long 
d'une courbe caractéristique c gardant la même valeur > on en conclut 
que le rapport anharmonique des quatre plans tangents est indépen- 
dant de la position du point M sur la courbe C, Si donc on se donne 
trois surfaces intégrales S t , S,, S 3 , passant par la caractéristique C et 
le plan tangent en un point de G à la quatrième surface S % , le plan 
tangent à S^ en tous les autres points de C sera déterminé. Donc à 
chaque valeur de c correspond une développable caractéristique pas- 
sant par la courbe C. A toute caractéristique on peut associer une 
infinité de développables caractéristiques dépendant d'un paramétre c. 
Cherchons les solutions singulières de l'équation (22). Le cône des 
normales se compose dans ce cas du système des plans P r , P n ..^P, 
perpendiculaires aux droites D,, D,, ...,D„. Si les droites p,, D t , .. + ,D, 
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sont distinctes, les seules droites doubles du cône des normales sont 
les intersections des plans P t , P„ ...,P W , pris deux à deux. Pour qu'une 
intégrale soit singulière, il faut que le plan tangent en chaque point 
soit perpendiculaire à Tune de ces droites d'intersection, c'est-à-dire 
contienne deux des droites D t , D f , ..., D,,. Ce plan tangent sera par 
exemple le plan MD f D f : il séria donc parfaitement déterminé. En 
général , il n*y aura pas d'intégrale singulière de cette nature, car les 
plans IlÔjfij sont parfaitement déterminés quand on se donne le 
p ïint M, et il n'y aura pas en général, comme nous l'avons vu, de 
surface tangenle en chacun de ces points au plan MD t D, correspon- 
dant; une telle intégrale rentre d'ailleurs dans l'intégrale générale; 
elle s'en distingue seulement en ce qu'elle admet un double mode 
de génération par les courbes de la congruence. 

Si deux des droites D,, D„ ..., D„ sont confondues, par exemple 
Dj et D t , toute droite située dans le plan P t sera une génératrice 
double du cône ries normales. On cherchera donc le lieu des points 
de l'espace pour lesquels deux des droites D n D„ ..., D n sont confon- 
dues et, si ce lieu est tel qu'en chaque point la droite double corres- 
pondante soit située dans le plan tangent, ce lieu sera une intégrale 
singulière. 

Il est aisé de voir que, si la congruence des courbes caractéristiques 
atlniet une surface focale, cette surface focale sera une intégrale 
singulière de la seconde catégorie. Soient, en effet, 

/ (x, y, z, a, b) = 0, o (x, t/, z,a,b) = 

les équations de la congruence. On obtient la surface focale en 
adjoignant à celles-ci l'équation 

P(A?) _ n 

D{a,b)~ 

Soit alors x, y, z un point de cette surface. Pour tout déplacement 
sur cette surface on aura 



dx 


à y 


dy 


OZ 


+ 


Ô f A Ô f 

A dCl + AT 

aa âb 


db 


= 0, 


àx 


à? 

à y 


dy 


4- --' dz 
Oz 


4- 


—!- da 
aa 




db 


= 0, 
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ou, en éliminant da, db entre ces deux équations, ce qui est possible 
puisque 

p (Ay) _ 

D(a,b)"~ ' 
on a 

d 9<àf. àf. dfj ) àftdy . as _ d ? , ) n 
db(dx dy dz ) àb(dx dy dz S 

Cette relation est vérifiée, en particulier, pour tout déplacement sur 
la courbe de la congruence qui passe en ce point, car pour cette 
courbe on a 

d J. dx + d f dy + d f dz = o, 

àx dy dz 

p. dx + *l dy + p dz = o. 

âx dy dz 

Le plan tangent à la surface focale contient Jonc la tangente à la 
caractéristique. Cette surface focale est donc une intégrale de 
l'équation linéaire. D'ailleurs, c'est une intégrale singulière, car T 
pour tout point de cette surface, deux des courbes de la congruence 
sont venues se confondre et, par conséquent, les m droites D ne 
seront pas distinctes. 

Exemple I. — Considérons l'équation 

(24) (pz — x) 9 — g* (x« + *•• — 1) — 0, 

qui peut s'écrire 

pz — x = ± q Vx* -h z* — i . 

Les caractéristiques satisfont au système d'équations différentiel les 

dx dz dy 



x z ± Vx* -+- z* — 1 

dont on a immédiatement une intégrale première 

z = ax. 

Les~caractéristiques sont donc des courbes planes dont le plan passe 
par Oy. [Par tout point de l'espace, il passe deux caractéristiques 
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situées dans le plan déterminé par ce point et Taxe des y. Les 
plans passant par Oy sont donc des intégrales singulières de la 
première catégorie* Pour avoir les intégrales de la seconde catégorie, 
cherchons le Heu des points pour lesquels deux droites D sont 
confondues. Ce Heu est le cylindre 



et la fonction 



définie par cette équation, ne satisfait pas à l'équation (24). Il n'y a 
donc pas d'intégrale singulière de la seconde catégorie. 11 est aisé de 
vérifier que les caractéristiques sont données par les deux équations 

z ss ax* 




y = |/x* -f- z* — 1 — arc tg Vx* •+> z* — 1 -f. b, 

et que le cylindre 

x % -f- z* — 1 = 

est le lieu des points de rehaussement de ces caractéristiques. 
Exemple II. — Soit l'équation 

[p (x* -*- z % — i) -h qxy] 1 = q % (1 — z*) (x* + y* -f- z* — 1). 

Cette équation exprime que, si on coupe le plan tangent au point 
(x, y y z) par le plan Z = z, la droite d'intersection est tangente à la 
sphère 

x s -f- y* + z* — 1 = 0. 

Les caractéristiques sont donc des droites parallèles au plan des x y et 
tangentes à la sphère. Tout plan z = h est une intégrale singulière 
de la première catégorie et la sphère elle-même est une intégrale 
singulière de la seconde catégorie (§ 18). 

Remarque. — Étant donnée une congruence de courbes 
/"(*> V, *, *> &) = 0, <p (x, y, z, a, b) = 0, 
la surface obtenue en joignant à ces équations la relation 

D (a, b) U ' 
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ou surface focale de la congruence, est tangente, comme on saii, a 
chacune des courbes de cette congruence- II semblerait, d'après cela, 
que toute équation aux dérivées pari iel les du premier ordre qui se 
décompose en plusieurs équations linéaires doit admettre une mlé^nle 
singulière, la surface focale de la congruence formée par les courbe* 
caractéristiques. Mais l'existence de cette surface focale est évidemment 
subordonnée à certaines conditions de continuité pour les fonctions { 
et ç, conditions qui se trouvent remplies dans la théorie ordinaire 
des congruences, où Ton suppose, en général, ces fonctions alpé* 
briques. Mais si ces courbes sont définies par leurs équations 
différentielles 

F (x, y y z, y\ z') = 0, * (à f y, z, y\ z f ) = f 

où 

„' — dy »■ — dz 
y = — » z — — » 

dx ax 

les fonctions F et <î> étant quelconques, les courbes intégrales n'ad- 
mettent plus d'une façon normale de surface focale et la surface 
obtenue en éliminant y 1 'et z' entre les trois équations 

est, en général, le lieu des points de rehaussement des courbes 
intégrales (*). 

Exercice». 

4. Trouver les surfaces dont le plan tangent en chaque point M 
fait un angle constant avec la droite qui joint le point M à un point 
fixeO. 

2. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à une 
sphère. 

(MONGE.) 

3. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à uo 
cône de révolution. 

(MONGE.) 
*) Voir, pour la démonstration, American Journal ûf Mttfhematia, \uL XI, p. Soi. 
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4. Si les caractéristiques d'une équation non linéaire sont des 
lignes droites, ces droites sont les tangentes d'une surface non 
développabte et l'équation est de la forme F (p, q y z — px — qy) = 0. 

5» Trouver toutes les équations dont les caractéristiques sont 
situées sur des sphères concentriques. 

6. Trouver toutes les équations pour lesquelles les développantes 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles 
a un plan fixe. En déduire les équations pour lesquelles les dévelop- 
jnMes caractéristiques sont des cOnes ayant leurs sommets sur une 
droite fixe, 

(MONGE.) 

7. Les caractéristiques de l'équation 
\dx P dy q dz) 

où H est une fonction de ce, y, z, sont des lignes géodésiques des 

surfaces intégrales. 

(Sophus Lie.) 

8. On appelle complexe tétraédral tout complexe formé de droites 
qui coupent les quatre faces d'un tétraèdre en quatre points dont le 
rapport anharmonique est constant. Trouver les surfaces tangentes 
en chacun de leurs points au cône du complexe tétraédral qui a son 
sommet en ce point. 

Étant donnés deux complexes tétraédraux ayant même tétraèdre 
fondamental, les équations aux dérivées partielles correspondantes 
admettent une infinité d'intégrales communes. 

(Sophus Lie.) 



Digitized by 



Google 



224 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



CHAPITRE X 

Théorie générale de Lie. 

86. Dans une série de Mémoires publiés dans les recueils de 
l'Académie de Christiania et dans les Mathematischû Annalen, 
M. Sophus Lie a repris la théorie des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre à un nouveau point de vue très général (*), Ces 
recherches sont basées sur une définition nouvelle de l'intégrale, 
dont on a déjà dit quelques mots (§ 50), mais qui mérite d'être 
étudiée en détail. 

Considérons d'abord une équation différentielle du premier ordre 

(1) f(x,y,p) = 0, où P = ^* 

Nous appellerons élément (x> y, p) l'ensemble d'un point x 3 y et . 
d'une droite de coefficient angulaire p passant par ce point, et 
intégrale (*) de l'équation (1) tout système simplement infini 
d'éléments, c'est-à-dire dépendant d'un seul paramètre variable, 
vérifiant l'équation (1) et la relation 

(2) dy=pdx. 

Soit 

x = 1i ( u )> V = ?t ( u )> P—^f («)» 

une telle intégrale ; si 9, et s, ne sont pas des constantes, la relation (2) 



(*) Voir en particulier les Mémoires suivants: Zur Théorie der partielle? DifretentUttlci- 
ckvngen, iiubexondere uber eine Classification dernelben {yachrirhlen de G#ttix$ue* 1K7IK 
— Allgemeine Théorie ier partielle* DilfereHtialgleichvnyen enter Orduntg iU*tkemeti*fht 
Annalen, t. IX, p. «43-296; ibid., t. XI, p. 464-557). 

(*) Clebsch, Leçon» sur lu Géométrie, traduction Benoisl, t. III, p. 4J2. 
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exprime que p est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe C y 
lieu du point x> y, dont on obtient l'équation en éliminant u entre 
les deux équations 

x = <p t (w), y = <?, (u). 

Soit F (x, y) = l'équation de celte courbe. La fonction y de a? 
définie par cette équation sera une intégrale au sens ordinaire du 
mot. Un élément de l'intégrale est formé par un point de la courbe f '. 
et la tangente en ce point, et l'intégrale se compose de la courbe C ei 
de l'ensemble de ses tangentes. 

Mais on satisfait aussi à l'équation (2) en prenant x = x , y = tj ûy 
x o> Vo étant constants, p = u. Si donc l'équation (1) est vérifiée pour 
x = a? , y = t/ , quel que soit p, les formules 

x = x , y = t/ , j> = u 

représenteront encore une intégrale, d'après la nouvelle définition. 
Cette intégrale se compose, comme on le voit, du point M de coor- 
données x , y , et de toutes les droites qui passent par ce point. 

Cette extension de la définition de l'intégrale permet d'expliquer 
certaines anomalies qui se présentent dans la tbéorie des équations 
différentielles. Supposons, par exemple, qu'une équation différentiel le 
admette pour intégrale une droite A, et transformons cette équation 
par polaires réciproques. A toute intégrale de l'équation proposée 
correspondra une intégrale de l'équation transformée : à la droite A 
correspondra un point. Il semble donc, au premier abord, que 
l'intégrale correspondant à A disparaît. Avec la définition nouvelle, 
ceci s'explique : à la droite A correspond un point P; à tout point M 
situé sur A correspond une droite D passant par P; Quand M décrit 
la droite A, la droite D tourne autour du point P : on voit donc qu'à. 
l'intégrale A correspond une intégrale composée du point P et de 
toutes les droites qui y passent. 

Ainsi, considérons l'équation de Clairault 

(A) y- p* = f(p)- 

Si on fait la transformation de Legendre 

p = X, y— j>x = Y, 

G. Leçons. 15 
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i on trouve l'équation 

(B) Y = />(X), 

équation qui ne contient plus de dérivée et qui, par conséquent, 
n'admet qu'une solution, tandis que l'équation (A) en admet une 
infinité. Ce paradoxe s'explique en remarquant que l'intégrale géné- 
rale de l'équation (A) se compose de toutes les tangentes à une 
certaine courbe C qui est elle-même une intégrale singulière. À la 
courbe G correspond, par la transformation par polaires réciproques, 
une courbe G représentée par l'équation (B) elle-même > et l'intégrale 
générale de cette équation se composera d'un point quelconque de h 
courbe G et de toutes les droites qui y passent, La courbe G 1 est, 
d'ailleurs, une intégrale singulière. 

87. Soit maintenant 

(3) F(*,t/,z,p,#=Û 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous appel- 
lerons intégrale tout système doublement infini d'éléments vérifia ni 
la relation (3) et la relation 

(4) dz = p dx -h q dtjy 

un élément étant toujours représenté géométriquement par TenseuïMe 
d'un point (x, y, z) et d'un plan de coefficients angulaires p, <j 
passant par ce point. Soit 

x = f t (u, v), y = f t («, v) t z = f t (u, v), 
P = ?i (m, v), q — fj (ifj v) 

un tel système. Supposons d'abord que les trois déterminants 

D (a, v) ' D (tt, v) ' D (u, i») 

ne soient pas nuls à la fois. Alors, l'élimination de u et v entré les 
trois équations 

(5) x = /;, y = fc s=/; 
conduira à une seule relation 

* = ♦(*> »)» 
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et la relation (4) prouve que Ton aura 

On trouve bien, dans ce cas, une intégrale au sens ordinaire du mot. 
Un élément quelconque de l'intégrale se compose d'un point de la 
surface z = ty et du plan tangent en ce point. 

Si les trois déterminants précédents sont nuls à la fois, l'élimination 
de u et v entre les trois équations (5) conduira au moins à deux 
relations distinctes entre s, as, y. Supposons d'abord qu'elle conduise 
à deux relations seulement. On pourra alors choisir les paramétres 
u et v de façon que x, y, z ne dépendent que d'un seul paramétre 

x = F, (u), y = F, (u), z = F, (u), 

et la relation (4) devient 

dz dx dy 

au * du du 

Les coordonnées du point (x, y, z) ne dépendant que d'une seule 
variable indépendante u, ce point décrit une courbe C et la relation 
précédente montre que le plan de coefficients angulaires p, q doit 
contenir la tangente à cette courbe. Un élément de l'intégrale se 
compose d'un point de la courbe G et d'un plan passant par la 
tangente en ce point. Un pareil système d'éléments est bien double- 
ment infini, mais il ne conduit plus à une intégrale proprement dite. 
Enfin, si les équations (5) conduisent à trois relations distinctes 
entre x, y, z, on en déduit pour ces variables des valeurs déterminées 

x = x , y = t/ , z = z„ 

et la relation (4) est identiquement vérifiée. Un élément de l'intégrale 
se compose du point M (x , t/ , z ) et d'un plan quelconque passant 
par ce point; ce système est encore doublement indéterminé. 
Considérons, par exemple, l'équation de Clairault généralisée 

z=pz + qy + f(p 9 q). 

La transformation de Legendre 

p = X, g = Y, z—px—qy = Z 
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conduit à l'équation 

Z = f(X,Y), 

qui ne contient plus de dérivées. L'équation de Clairault admet 
comme intégrale complète l'ensemble des plans tangents à in- 
certaine surface non développable 2. A cette surface 1 la transfor- 
mation par polaires réciproques fait correspondre une nouvelle 
surface 2'. A l'intégrale complète précédente correspond une inté- 
grale formée d'un point quelconque de 2' et de tous les plans qui y 
passent. L'intégrale générale se composera d'une courbe arbitraire 
située sur 2' et de l'ensemble des plans tangents à cette courbe. Elle 
correspond à une développable circonscrite à I, Enfin, la surface 1' 
elle-même, qui est la seule intégrale proprement dite, est une 
intégrale singulière. 

83. La définition de Lie a donc l'avantage de donner pïns de 
généralité à la théorie. C'est aussi ce qu'un reconnaît en reprenant h 
méthode de la variation des constantes. Soit 

V (x, y, z, a,b)—0 

une intégrale complète de l'équation (3), qui sera obtenue en éliminant 
a et b entre les relations 

m- v=o, £-,£=* £+«£-•» 

ox oz oy az 

On reconnaît comme plus haut (§ 39) que le système des équations (3j 
et (4) peut être remplacé par le système des équations (4) et (6), où 
on regarde z, x y y, p, q, a, b comme des fonctions à déterminer de 
deux variables indépendantes. Du système (6) on déduit ensuite 

d\ . dV 

t- da -f- -jr db = 0, 
da db 

et on obtient la solution générale de cette équation en posant 

, x à\ d\ tf x n 
& = ?(*), ^ + ^9 (a) = Q, 

9 (a) désignant une fonction arbitraire de a. Les trois équations 

àV d\ 
(7) V = °' JÏ + dbl'W**** * = »(«> 
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penne liront d'exprimer x> y, z y a, b en fonction de deux paramètres 
arbitraires et les dernières équations (6) donneront ensuite p et q 
Nous avons supposé, dans la théorie générale, que l'élimination de 
a et b entre les trois équations (7) conduisait à une seule relation 
entre x, ff, z ; s'il en est ainsi, cette relation donnera une intégrale * 
proprement dite. Mais il peut se faire que, pour certaines formes 
particulières de la fonction <p, l'élimination de a et b conduise à 
plusieurs relations entre x, t/, z. Les raisonnements que Ton vient 
de faire prouvent que Ton obtiendra toujours ( 4 ), sauf les cas d'incom- 
patibilité, une intégrale au sens de Lie. 
Prenons, par exemple, l'équation 

z— pac — qy = O y 

qui admet l'intégrale complète 

z = ax + by; 

on aura l'intégrale générale en lui adjoignant les deux équations 

&■= p (a), x 4- y <p' (a) = 0. 
Si on pose 

ç (a) = ma, 

on est conduit ans trois équations 

z = a (x + rny), b = ma, x 4- my = 0. 

L'élimination de a et de b donne donc les deux relations 

s = 0, x + my = 0; 

on obtient une intégrale qui se compose de l'ensemble d'une droite 
et des plans qui la contiennent. 

Remarque. — Dans le cas des équations linéaires il y a toujours 
une infinité d'intégrales de la seconde catégorie. Soit, en effet, 

Pp -f-Qg = R 



< ( t II Uni encore laisser rie i-<Ué les cas exceptionnels où l'élimination de « et b entre les 
Oquj lions (6) et d) conduira il à plus de trois relations entre x, y, *, p, q. 
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une équation linéaire et G une courbe caractéristique satisfaisant au 
système d'équations différentielles 

dx dy dz 

Soient x, y, z un point de la courbe G et p^ q les coefficient* 
angulaires d'un plan passant par la tangente en ce point. On aura 

dz =p dx -h q dy f 
et, par suite, 

R = pP-h qQ. 

Donc, l'ensemble formé par une courbe caractéristique et les plans 
qui passent par ses tangentes est une intégrale de la seconde 
catégorie. Les courbes caractéristiques dépendant de deux constante* 
arbitraires, on voit que toute équation linéaire admet une intégrale 
complète de cette catégorie. 

89. L'extension de la définition précédente au cas général nom 
conduit à traiter d'abord le problème préliminaire suivant r 

Résoudre de la façon la plus générale l'équation aux différen- 
tielles totales 

(8) dz— p i dx l — ... — p K dx m = Q i 

c'est-à-dire trouver tous les systèmes de relations entre les variables 
z 9 x t> Pti qui entraînent entre les différentielles totales la relation (S). 
Cette égalité exige qu'il existe au moins une relation entre les 
variables z, x lf x„ ..., x n . Supposons, d'une manière générale,. qu'il 
y ait k relations distinctes entre z, ar 1T ac t , , V f x*, dont une au moins 
contiendra z, et résolvons-les par rapport à r, x l7 x t , „. s x t -i, 

/m J x i — <W ( x ky x k + u — ! *,), 



X*_i= <l>*-i(tf*J *N-ti ***ï x %)* 



Portons les valeurs de dz, dx f , ..., dxi_i dans l'équation (8) et 
écrivons que les coefficients des différentielles dx ti dxt+i, *.., dx m 
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sont nuls, il viendra 



(10) 






Réciproquement f les (n 4- 1) équations (9) et (10) entraînent l < 
relation (8). On est donc conduit à la conclusion suivante : 

Si on a f entre les différentielles des 2n + 1 variables z, Xfcjfej 
la relation (8), il existe au moins n + 1 relations distinctes entre 
ces variables et } s'il n'en existe pas davantage, il suffit, pour fm 
avoir toutes, de connaître celles qui sont indépendantes de 
Pu »*rjto 

Désignons, d'une manière générale, par M toute multiplicité 
composée d'éléments satisfaisant à la relation (8). L'ordre d'un- 1 
telle multiplicité est au plus égal à n, et la multiplicité la plus géné- 
rale M„ est représentée par les équations (9) et (10), où les fonctions 
>}, $ f9 $$_] sont arbitraires. On obtiendra une multiplicité M q (q-z:u) 
en ajoutant aux équations (9) et (10) n — q relations quelconques » L 
il est clair, d'après ce qui précède, qu'on aura ainsi toutes les mulh- 
pl ici tés M r . 

Nous emploierons encore, pour abréger, les expressions suivanlos, 
empruntées à la géométrie. Considérons z, x t > ..., x n comme le* 
coordonnées d'un point dans l'espace à (n -H 1) dimensions; nous 
appellerons multiplicité ponctuelle tout ensemble de points dont 
les coordonnées vérifient un certain nombre de relations. Une multi- 
plicité ponctuelle, d'ordre r, P r sera définie par n -|- 1 — r relations* 

? t (s, Sj, ,.., x n ) = 0, ..., 9» +1 _ r (z, x v ..., x n ) = 0. 

Un plan sera une multiplicité ponctuelle à n dimensions représentée 
par une équation linéaire telle que 

z - * = Pi ^ - x { ) + ... + p n (X. - x n ), 

et p 1T ..., p n seront les coefficients angulaires de ce plan. Nous 



Digitized by 



Google 



232 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

dirons que ce plan est tangent au point (z, x i% *.., x H ) à une multi- 
plicité ponctuelle passant par ce point si on a, pour tout déplacement 
sur cette multiplicité, 

dz — p t dx l — ... — p n dx n == 0. 

Sur une multiplicité d'ordre r, z, x %1 ..., x n sont fonctions de 
r variables indépendantes et, par suite, le plan tangent en un point 
est n — r fois indéterminé. Cela posé, les équations (9) définissent 
une certaine multiplicité ponctuelle P„_ t+l et la multiplicité M, 
correspondante, représentée par les équations (9) et (10), se compose 
de cette multiplicité ponctuelle P n _jt + i et 3e l'ensemble de ses plans 
tangents, chaque élément étant formé d'un point de P„_ t+ i associé 
à un des plans tangents en ce point. Toutes les fois que cela sera 
utile, on indiquera par un indice supérieur Tordre de la multiplicité 
ponctuelle d'où une multiplicité M w est dérivée; d'une manière plus 
générale, on représentera par MJ' une multiplicité M d'ordre q, 
lorsque les coordonnées z, x v ..., œ m seront fonctions de q* varia- 
bles indépendantes. Avec cette notation , une surface et l'ensemble 
de ses plans tangents sera représentée par MJ, une courbe et l'en- 
semble de ses plans tangents par MJ, un point et tous les plans 
qui y passent par M°, une courbe et un système simplement infini 
de plans tangents à cette courbe par MJ, un point et les plans tan- 
gents d'un cône ayant ce point pour sommet par îlf, 
• 

90. Considérons un système de q équations aux dérivées parlielles 
du premier ordre 

( M*, x v ..., x ny p t , ...,p n ) = 0, 

(«) * 

V F f (z, x t , ..., x„p ki >.♦, p fl )=0. 

Nous appellerons intégrale de ce système toute multiplicité M. dont 
les éléments vérifient les relations (11), Pour qu'une telle intégrale 
soit une intégrale au sens ordinaire du mot, il faut qu'elle provienne 
d'une multiplicité ponctuelle à n dimensions, c'est-à-dire que ce soit 
une multiplicité MJ. Le problème de l' intégration revient alors à 
déterminer n •+- 1 — q relations nouvelles qui, jointes aux q équa- 
tions (11), donnent entre les différentielles totales la relation (8). 
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Cette définition donne lieu aux remarques suivantes : 
1° On peut toujours, par un changement de variables convenable, 
ramener une intégrale quelconque à une intégrale proprement dite. 
En effet, considérons une intégrale quelconque définie par les rela- 
tions (9) et (10). Toutes les variables pourront s'exprimer au moyen 
des variables p p p„, ..., Pk-\y x k , «-«j x n . Posons 

X l =P l y ..., Xk—l = Pk— lt Xk = X t) '••> X * = X H1 

P'i = — #p *••> pi-i = — **-i> Pt = Pki •••> l 5 i = P^ 

v' = z — p^ — ... — Pk-i X k -i', 

la relation (8) devient 

dz' =Pi dx\ -+- ... 4- pi dxi, 
et toute équation de la forme 

F (z, a^, ..., x ui p ti ..., p w ) = 
se change en une nouvelle équation de même forme 

F t (*•,*;, .;.,*;,*>;, ...,p:) = o. 

Toute intégrale de la première équation F = donnera donc, par la 
transformation précédente, une intégrale de la seconde équation 
F, = 0. En particulier, si on applique cette transformation à l'inl* - 
grale représentée par les équations (9) et (40), il est clair qu'il y 
aura une seule relation entre s', x[, ..., x' H ; la fonction z' sera donc 
une intégrale proprement dite de l'équation du premier ordre 



,.■ dz ' 



\ i àx[ * l dx'k-i 

dz^_ _jh' 
dx i àxi 



z ' ■ . ' > âz ' dz '\—a 

, r Xk, ...,x n ; ac t , ..., Xk— i, "r-r? • ••> ~r— , I — 0- 



2° Si les q équations (44) ne renferment pas les variables p p 
...,£>„, on obtient immédiatement toutes les intégrales communes. 
Il suffit d'ajouter aux équations (44) s équations arbitraires entre z. 
x,, ..., x g (g + «<n + l) et de prendre la multiplicité M„ déduit e 
de la multiplicité ponctuelle ainsi obtenue. 

3° On peut trouver, sans intégration, toutes les multiplicités M 
dont l'ordre est inférieur à n et dont les éléments vérifient une 
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équation F = 0. En effet, pour former une multiplicité M*_ % rari- 
fiant F =0, prenons une multiplicité quelconque M B ; si les élément*: 
de M„ ne vérifient pas F = 0, en ajoutant l'équation F = aux 
équations qui définissent M„ on aura une multiplicité M*_(; si tous 
les éléments de M„ vérifient F = 0, il suffira d'adjoindre aux équa- 
tions de M„ une équation arbitraire © — 0. 

Plus généralement, on a, sans intëgration } toutes les multipli- 
cités M d'ordre inférieur ou égal à n — q vérifiant les équations (11), 
Prenons, en effet, une multiplicité quelconque M„ et adjoignons- lui 
les équations (11): en général, on aura ainsi une multiplicité M»_ f ; 
si cette multiplicité était d'ordre n — q H- A, il suffirait de lui 
adjoindre k relations arbitraires pour avoir une multiplicité M B _,, 

91. La définition de Lie permet de généraliser ta théorie des 
intégrales complètes. Considérons une multiplicité ponctuelle 



( A ( z > *„ x v ..., sfc, a v ..., a k ) = 0, 

\ fk \ Z ) ^15 X %9 •••> ^O a fs •*_■! °a) == ^» 



d'ordre n -h 1 — fe, dépendant de ft paramètres arbitraires a r t r 
..., a A (/i < n). De celte multiplicité ponctuelle on déduit une multi- 
plicité M„ bien déterminée, définie par n -+- 1 équations qui contien- 
nent les h paramètres a l9 ..., a*. L'élimination de ces h paramètres 
.conduira en général an -f- 1 — h relations distinctes entre r, x v 
..., x n9 p v ..., p n , et nous allons voir qu on pourra obtenir l'intégrale 
générale de ce système d'équations simultanées au moyen des fonc- 
tions f v ..., f k . 

Supposons ( ! ) les équations de la multiplicité ponctuelle résolues 
par rapport à r, x 4 , x„ ..., Xt—i t 

iZ = + (#*> #*+!» ■>* ^*» *|i »•«» %)l 
x t = <|> t (ac t , x^+i, ,.., a^, a,, .„, a ft ), 
#*_! = 4/* — a (x k , x t + it .*., £ft,, a 1T .,<, a*); 
pour avoir la multiplicité M n à laquelle elle appartient, il faut 

{*) C'est uniquement pour simplifier les calculs que nous Taisons cette foypolhrsr; le 
raisonnement s'étend de lui-môme au cas où les équations ne soul fias résolues, comme on 
le verra au chapitre suivant. 



Digitized by 



Google 



CHAP. X. — THÉORIE GÉNÉRALE DE LIE. 935 

adjoindre à ces équations les suivantes : 

(13) ! 

L'élimination de a p a„ ..., a h donnera, par hypothèse, (n + 1 — h) 
relations distinctes seulement 

( Fj (z, x i9 ..., x ny p iy ..., p n ) = 0, 

(M) 

I F^+la (z, ac p ..., x ny p t , ..., p„) = 0. 

Le système des équations (8) et (14) peut donc être remplacé par la 
système des équations (8), (12) et (13), pourvu qu'on regarde dans 
ces dernières a t , ..., a h comme des inconnues à déterminer. Des 
équations (12) et (13) on tire, en différentiant, 

dz — p, dx t — ... — p n dx n = &, da i -h ... -+- b h da hy 

où on a posé 

On est donc ramené à la recherche des solutions communes aux 
équations (12), (13) et (15) 

(15) b t da x ■+- ... -h b h da h = 0. 

On peut satisfaire à l'équation (15) de plusieurs manières : 
1° En prenant 

on retrouve alors l'intégrale d'où on est parti, que nous appellerons 
Yintégrale complète. 
2° En posant 

b t = 0, ..., b k = 0. 
L'élimination de a„ ..., a h entre ces équations et les relations (12) 
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. + b, d £ + b, = o. 

da h 
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et (13) conduit à une solution qui sera encore appelée intégrale 
singulière. 

3° Si toutes les quantités b { ne sont pas nulles à la fois, l'équa- 
tion (15) exprime qu'il y a au moins une rolalion enîre les variables 
a n .,., a h . Supposons qu'il y ait l relations (l <: h) 

! a i = CT 1 ( a «+i> •*?! a *)> 

a, = cj x .(om.i, .,*, a A ), 

en portant ces valeurs de a t , ..., a x dans l'équation (15), il vient 



(17) 



Les équations (12), (13), (16) et (17) sont au nombre de n + 1 + li 
et contiennent 2n -H 1 -h h variables; il reste donc bien n variables 
indépendantes. L'intégrale, ainsi obtenue, qui dépend des fonctions 
arbitraires gf p ..., n h est l'intégrale générale. 

Cas particuliers. — 1° h = n, k = 1. On retrouve la théorie 
de l'intégrale complète de Lagrange. 
2° h = n, k = n. Considérons la courbe 

* = ♦(»»> *p — ? *.)i 

*l = *l ( X »> «!»•»»! «Oï 

Pour appliquer la méthode générale, il faut éliminer a it a„ »., a fc 
entre ces équations et la relation 

On trouve donc une équation linéaire, et la méthode d'intégration 
que l'on déduit de ce qui précède est identique à la méthode du 
chapitre II. Nous voyons ainsi que les équations linéaires sont carac- 
térisées par cette propriété d'admettre une intégrale complète repné- 
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sentée par n équations entre les variables z, x l9 ..., x u ou, èi t*on 
veut, formée par des courbes et l'ensemble de leurs plans tangents. 

Dans le cas de n = 2, nous avons ainsi deux catégories d'équations, 
les équations générales et les équations linéaires. Si n est supérieur 
à 2, nous aurons en outre n — 2 catégories d'équations jnlrnun- 
diaires, qui disparaissent pour n = 2, obtenues au moyen <Ttme 
intégrale complète représentée par 2, 3, ..., n — 1 équations enLre 
z, x t , ..., x m . Supposons, par exemple, qu'on prenne n — 1 relations 
entre ces variables, 

Z = ty (Xn-U Km « p — , <*n), X i = <{/, (x H _!, ...), 

on obtiendra l'équation aux dérivées partielles correspondante on 
• éliminant a l9 ..., a„ entre ces relations et les suivantes 

dx n _- x àx n -i ox n -x 

dx* ax„ ax n 

Si on tire a l9 ..., a„_i des premières équations et qu'on les porto 
dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires <*ntiv 
lesquelles il faudra encore éliminer a n . Remarquons que ces iWx 
équations linéaires ne sont pas quelconques; elles admettent une 
intégrale complète commune dépendant des n — 1 consLmî.-s 
arbitraires a i9 ..., a»_i. De même l'équation provenant de h relation 
entre z 9 x v ..., x n s'obtiendra en éliminant n — h constantes entre 
n — h +1 équations linéaires qui admettent une intégrale coiiunniji* 
dépendant de h constantes arbitraires. On a donné à ces éqti^it mu- 
le nom d'équations semi-linéaires. On aura de même des sysUVm«< 
d'équations semi-linéaires en partant d'une intégrale complète repré- 
sentée par plusieurs équations entre z 9 x v ..., x„ et dépemUnl de 
moins de n paramètres arbitraires. 

92. Étant donnée une équation 

F (z, x i9 p k ) = 0, 
nous appellerons encore caractéristique tout système simplement 
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infini d'éléments satisfaisant aux équations différentielles 
dx { — dp k dz 



P, X k + j>,Z P 1 p 1 + .... + .R* 



= dt, (i,&^1,2, ...,n). 



Il est aisé de montrer que toute intégrale* est un lieu de caractéris- 
tiques. Sous avons donné deux démonstration s de .cette proposition 
dans le cas de l'intégrale ordinaire. La démonstration basée sur la 
considération de l'intégrale complète {§ 52) s'applique mot pour 
mot aux intégrales nouvelles de M. Lie. Le seul emprunt que Ion 
fasse à la théorie générale est le suivant : toute équation du premier 
ordre admet une intégrale complète, représentée par une seitle équa- 
tion entrer, x t , ..., x n . La seconde démonstration que nous avons 
donnée (§ 51) ne s'applique qu'aux intégrales ordinaires; mais il 
suffit de faire la transformation indiquée (§ 90) pour être ramené à 
ce cas, car cette transformation ne change pas le système d'équations 
différentielles des caractéristiques, comme il est aisé de s'en rendre 
compte. 

Soient 

Xi = f (t, z\ a??, pi), 

z =f{t, z\ x!> pi), $ fc = 1, 2, .,., n), 

p k = o k (t, z\ «Mffc 

les équations de la caractéristique issue de l'élément z*, a:?, pt, 
vérifiant la relation 

Ces valeurs initiales étant des fonctions de v variables indépendantes 
ttp ..., Uv, on a, d'après un calcul déjà fait (p. id7) T 

F (z, x { , p k ) = F (z* f xf, p£) = 0, 

dz—p l dx l — ...—p n dx n =(dz°—p*dxl — ...—pidxï)e J * 

la lettre d désignant les différentielles quand t, u v ..., u* varient, ce 
qui peut s'énoncer ainsi : Si on considère une multiplicité M? dont 
tous les éléments vérifie7it la relation F s= 0, le lieu des caracté- 
ristiques issues des éléments de M v est une multiplicité M, en 
général d'ordre v + 1, dont tous les éléments vérifient la même 
relation. 
L'intégration est donc ramenée à la détermination des multiplicités 
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M»^! dont les éléments vérifient la relation F = 0, ce qui se fait 
sani aucune intégration (§ 90). Il y aura encore exception pour les 
intégrâtes qui vérifient les relations X^ -f- p { Z = 0, P, = 0, que 
nous appellerons toujours intégrales singulières. 

93. Considérons maintenant un système de p. équations du premier 
ordre 

(18) F,=0, F, = 0, ..., F |4 = 0, 

que nous supposons, bien entendu, distinctes et algébriquement 
compatibles. 

Théorème. — lorsque deux équations du premier ordre 
F = 0, H = 
ont une intégrale commune, cette intégrale vérifie V équation 

[F,H]=0. 

La démonstration donnée plus haut (§ 65) ne s'applique qu'aux 
intégrales proprement dites; la suivante est générale. 

Soient M fc une intégrale commune et z, x iy p k un élément de tvtle 
i littorale. Par cet élément passe une courbe caractéristique de F = U 
située sur M„, et dont tous les éléments vérifient, par suite, les deux 
équations 

F = 0, H = 0. 



Le long de cette caractéristique on a 

dxi dz — dp k 



= dt, 



àPi Pl à Pl + '"' + P " âp n àx k + Pk dz 
ainsi que 

dH = -dz^^dx i ^ — d Pk = 0. 

En remplaçant dz, dx iy dp k par leurs valeurs dans la seconde 
équation, on trouve que tous les éléments de cette caractéristique 
vérifient la relation 

[F,H] = 0, 
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et, par suite, tous les éléments de M„ vérifient cotte relation puisque 
nous avons pris un élément arbitraire de M K comme élément initial. 
Il est clair que la proposition est encore vraie si M n est une intégrale 
singulière de F = 0. 

Ceci nous montre que nous pourrons adjoindre au système (18) 
toutes celles des équations 

[F„FJ = 0, ({,*«*, V- f & 

qui sont distinctes des premières. Mais on pourra toujours s'arranger 
de façon qu'en continuant de la sorte on arrive soit â un système 
incompatible, soit à un système en involution. Supposons, en effet, 
qu'on puisse résoudre certaines de ces équations par rapport à r, p t < 
..., p t et qu'en portant ces valeurs thos les autres équations on 
obtienne des relations ne contenant pi us que des quantités x f . Je dis 
que ces relations seront résolubles par rapport à p, — s — 1 des 
quantités x t + ïy #, + ., ..., x n . En effet, supposons que cela ne soit 
pas : on pourrait alors tirer de ces relations une équation ne contenant 
que Xj, ..., x t > telle que 

*i = ♦ 0*to x » ?*i *.)• 

En portant cette valeur de x t dans l'équation qui donne p Ë , on 
aurait 

Pi = ? ( x *> • ••* ®ms P>±u ■■■■ F*)- 

Formons l'équation 

[Pi — <?> »i — 13 *= °> 

elle se réduit à 

1 = 0; 

le système proposé serait par conséquent incompatible. Supposons 
donc qu'on ait résolu les dernières relations par rapport â x t + u 
x. + t, ..., a>_i; le système (18) prendra alors la forme 

!Z =f (x„ X %9 ..., X tt Xfr ..., X m , j3 l + i, ..., p,)> 
pi= fi \X ly X %i ..., X„ Xp, ,»., J\, p i + ] ? ... ? p m ), 
X t +h = ?A (X t ) X S y ..., X,y XlL) ..., Xj, 
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et nous pourrons le remplacer par le système équivalent 

# z _ f- Xl ( Pl — f t ) _ ... — Xt ( p$ _ f g ) — o, 

(19) jft-/i=o, ..., ^-/; = o, 

Si on forme les crochets de ce nouveau système, on constate qu'il? 
ne contiennent aucune des variables z, p tJ ...,£>„ x 9 + x , ..., #fi_i, 
Si donc ces crochets ne sont pas identiquement nuls, ils ne pourront 
pas donner des équations qui soient des conséquences des précédentes. 
On résoudra, comme précédemment, les nouvelles équations par 
rapport à un certain nombre des variables qu'elles contiennent et, 
en continuant de la sorte, on arrivera soit à un système incompati b 
soit à un système pour lequel tous les crochets sont identiquemeul 
nuls, c'est-à-dire à un système en involution. 

94. Soit donc 

(20) F 1 = 0, F t = 0, ..., F m = 

un système en involution de m équations distinctes. Supposons qu'il 
existe une intégrale commune M„ et soit e un élément de cell« i 
intégrale. Par e passe une courbe caractéristique C t de F ft = dfoni 
tous les éléments sont situés sur M w . Soit alors e' un élément de C, ; 
par e' passe, de même, une caractéristique G, de F, = et l'ensemble 
de toutes les caractéristiques C, issues des divers éléments e 1 de Ù { 
forme une multiplicité M, située sur M„. En continuant de la s 
on arrivera finalement à une multiplicité Mi, située sur M„, passant 
par l'élément e, obtenue par la superposition successive des caracté- 
ristiques des m équations (20). Nous désignerons cette multi|i li- 
cite Mi, sous le nom de multiplicité caractéristique du système (1*0) 
et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Toute intégrale qui passe par un élément e 
contient la multiplicité caractéristique Mi, issue de cet élément. 

Voici comment les multiplicités caractéristiques seront définies ana- 
lytiquement. Considérons le système complet d'équations linéaire 
suivant : 

(2i) [F„<l>] = 0, .... [F„,<1>J = 0. 

G. Leçon*. * 1G 
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Je dis que, si 4> t , <ï> f , ..., $s,»_t n + i sont (2rc — 2m H- 1) intégrales 
distinctes et différentes de F t , ... ? F„, le système d* équations 

(22) F l= 0, ..., F w =0, <t> t = C„ ..., •h.^^^iaftCU^MM 

où C t , ..., Ci.-tm+i désignent des constantes arbitraires, représente 
les multiplicités caractéristiques. En effet, les équations (22) défi- 
nissent une multiplicité à m dimensions composée de courbes 
caractéristiques de chacune des équations (20) {§ 38), car les courba 
caractéristiques de l'équation F, = sont identiques aux caractéris- 
tiques de l'équation linéaire 

[F,,«j:=& 

D'ailleurs, par tout élément z°, x", pi pris sur une intégrale, c'est-à- 
dire satisfaisant aux relations 

po — A p* — Q 

r j — u, ..., r m — u, 

il passe une multiplicité (22) dont les équations sont 

(23) F t =0, ..., F w =0, * â = *î, ..., ^,- 1 . +1 = ^-, H + 1 . 

Ceci suffit à prouver l'identité des multiplicités caractéristiques avec 
les multiplicités (22). Puisque toute intégrale est un lieu de multi- 
plicités caractéristiques, il suffira d'associer convenablement ces mul- 
tiplicités caractéristiques (22) pour avoir toutes les intégrales. Appelons 
multiplicité intégrale toute multiplicité M, dont les éléments vérifient 
les équations (20); nous avons alors le théorème suivant : 

Théorème. — L'ensemble des caractéristiques de l'équation 
F i = 0, issues des divers éléments d'une multiplicité intégrale M v > 
forme une nouvelle multiplicité intégrale M H i, 

Il est d'abord évident (§ 92) que M ¥ + x sera une intégrale de F t = ; 
d'ailleurs, puisqu'on a 

[F t ,FJ = 0, (t = 2,3, .,., m), 

tous les éléments d'une caractéristique de Fj = vérifient l'équation 
F< = C to et, comme tous les éléments de U^ satisfont à F t = 0, mi 
en conclut que tous les éléments de M v4 _, satisfont aussi à F^ t=. 0. 
Cela posé, soit M„_ m une multiplicité intégrale du système (2Û). 
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l'ensemble des courbes caractéristiques de F f = issues des divers 
éléments de M,_ m formera encore une multiplicité intégrale M„_ >ll + l î 
de même, toutes les caractéristiques de F, = issues des éléments 
de &!,,_,„+! formeront une multiplicité intégrale M„_ m+1 et, 'en 
continuant de la sorte, on arrivera finalement à une intégrale M n 
Ceci revient à dire que le lieu des multiplicités caractéristiques M' m> 
issues des divers éléments de la multiplicité intégrale M n _ m , forme 
une intégrale M m du système (20). D'ailleurs, il est clair que toute 
intégrale. M„ s'obtiendra par le procédé qui vient d'être indiqué, car 
si on prend sur M„ une multiplicité an — m dimensions, ce sera 
une multiplicité Intégrale M„_ m et les multiplicités caractéristiques 
issues de tous les éléments de M«_ m donneront évidemment M B . On 
voit donc que toute intégrale du système (20) sera représentée par les 
équations (23) où z°, x?, pi désignent des fonctions de n — m 
variables indépendantes vérifiant les relations 

(24) FJ=0, ..., F£ = 0, B*°-pî8xî -...-# Sxî=0. 

La détermination de Vintégrale générale des équations (20) 
revient donc à trouver la multiplicité intégrale M n _ w la plus 
générale, et ce problème, comme nous l'avons vu, n'exige aucune 
intégration (§ 90). 

85. On satisfait aux équations (24) en prenant pour z° 9 x* des 
constantes et pour pi des fonctions de (n — m) variables satisfaisant 
aux équations Ff = 0. Le lieu des multiplicités caractéristiques 
issues d'un point est donc une intégrale. Ce sera, d'ailleurs, une 
intégrale complète du système (20), si on donne à m des con* 
tantes z% xf des valeurs déterminées. 

Comme application de la théorie générale, proposons -nous de 
déterminer une intégrale, au sens ordinaire du mot, qui, pour des 
valeurs données de x l9 ..., x my se réduise à une fonction donnée 
de Xm+i, ..., x n . Remarquons d'abord que les équations de la 
multiplicité caractéristique issue d'un élément peuvent être mise 
sous une forme plus commode pour la discussion. Soit 2°, x", pi un 
élément tel que pour cet élément le déterminant 

D(F„F ,F.) 
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soit différent de 0. On pourra alors, dans le domaine de cet élément 
résoudre les m équations (21) par rapport à -r— » ■■'* ^ — * & 00 
remplacera le système complet (21) par un système jacobien, régûw 
par rapport a - — ? •••> Ce système jacobien, comme nous 

OX^ </X m 

savons, admettra un système d'intégrales holomorphes dans le voisi- 
nage de 2°, x, p , pi qui, pour x t = x^, ..-, x M = x£ se réduiront à 
s» x w +,, ..., x À> p n ..., p.. En égalant ces intégrales à z fl , xI_m t 
..., pi et résolvant les équations ainsi obtenues par rapporta r, x*+u 
...,p nî on aura les équations de la multiplicité caractéristique sous 
la forme suivante, x,, ..., x m désignant les variables indépendantes ; 

( #m + i = fi (# n ..., X m i 2 , X A} p t ), 

(25) z = f(x 11 ..,x fl ,: 1 J xî,K), 

(*=1,2, ...,n-ro), (A= 1, 2, .,., n). 

Pour trouver l'intégrale qui, pour $i — o n x, — a t , ..*, x m as a,* 
se réduit à une fonction holomorphe <I' (ï b+ i, ..., x w ) dans le domaine 
du point a m+I , ..., a n9 nous prendrons comme variables xi+ lT 
..., xi. Nous aurons alors les valeurs initiales suivantes : 

Xj =1 d| 9 ..., X m = ff M , X m ^L ^^ "m+lf "-i ^* ^— ***î 

2° = 4>(« w+1 , ...,M n ), pi + | — — _, „., p£ = — -, 

ott-m + i tftl B 

et les valeurs de pj, ..., pi se déduiront des équations FJ =0, 

..., F£ = 0; nous supposons que pour ces valeurs le déterminant 

D(F F ) 

,,, *' — ' m / est différent de zéro. 

D(J»|...,J>-) 

L'intégrale cherchée sera représentée par les équations (25) où les 
variables indépendantes sont x l9 ..., #„, «™+i> ■ ■■> «■■ Le détermi- 
nant fonctionnel 

D(x w4 .i, ...,a;,) 

D(u m+1 , „.*!•*) 
se réduit à l'unité pour 

.., x M = a m , ti» + i = «»+„ „,, ti, r= a„ 
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car F m+i se réduit à tf m+ » pour a;, = a f , ..., x m =. a m . On pourra 
donc résoudre les équations x m +i = f { par rapport à u m + u ..., u n et 
en portant ces valeurs dans l'expression de z, on en tirera pour z 
une fonction holomorphe de x l} ..., x n dans le domaine du point a lf 
.*,, a a . La proposition précédente donne, comme cas particulier, 1 
théorème énonce à la page 179 (§ 71). 

90. La méthode d'intégration précédente est une généralisation 
directe de la méthode de Cauchy. Elle conduit d'ailleurs aisément à 
la méthode de Jacobi sous sa forme générale (§ 65). 

Considérons, en effet, un système de n équations en involution 

F, = 0, F, = 0, .... F„ = 0. 

Dans ce cas, les multiplicités caractéristiques sont à n dimensions et 
se confondent avec les intégrales elles-mêmes. Il suffira donc de 
trouver la dernière intégrale du système complet 

[F„4»] = 0, ..., [F.,*] = 0. 

On conclut de là que, si on a un système en involution d< 
n 4- 1 équations distinctes F 1? ..., F n4 .i, les équations 

F l = a i , ..., F n = a n > F n+l = a w+ , 

représentent une intégrale commune de ce système de n + 1 équa- 
tions. Cette intégrale, si on y regarde a m +i, ..., a n+l comme des 
constantes arbitraires, est une intégrale complète du système des 
m équations 

F 1 = a I , ..., F m = a m ; 

par conséquent, l'intégration de ce système est ramenée à la détermi^ 
nation de n — m -h 1 fonctions F m + l9 ..., F n+l , formant avec les 
premières un système en involution de n -h 1 fonctions distinctes. 
On voit de plus, d'après ce qui précède, qu'il n'est pas nécessaire de 
pouvoir résoudre les (n -+- 1) équations F* = a, par rapport à z, p it 
..., p n ; nous n'avions fait qu'indiquer rapidement comment on 
pouvait se débarrasser directement de cette- restriction. 
On peut même aller plus loin; si, en appliquant la méthode de 
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Jacohi au système en involution 

(20) F 1= a lf ..., ¥ m = a m> 

on arrive à un système en involution 

Y i = a iJ ..., F m = a mi F w4 -i = a^+i, ..., F* +t = a»*„ 

dont on puisse déterminer les caractéristiques , c'est-à-dire tel qu'on 
puisse intégrer le système complet 

[F„*] = 0, ..., {?„„,*] = 0, 

le problème sera résolu, car une intégrale complète du dernier 
système contenant en outre les constantes a m +i, -.. ? a« + # donnera 
évidemment une intégrale complète du système proposé. L'intégration 
étant commencée par la méthode de Jacohi, on pourra, a chaque 
instant de l'opération, abandonner cette méthode et appliquer celle 
des caractéristiques si elle est plus avantageuse. La remarque avait 
déjà été faite (§ 69), mais seulement pour les équations où z ne 
figure pas. 

La théorie "générale des multiplicités caractéristiques permet, 
comme on voit, de déduire d'un mérne point de vue les différentes 
méthodes d'intégration. 

97. Pour simplifier la théorie générale, nous avons laissé de côlë 
certains détails sur lesquels il est utile de revenir. En définitive, 
toute la théorie repose sur cette proposition fondamentale que toutes 
les intégrales d'un système en involution de m équations qui ont 
un élément commun en ont oo m de communs. Examinons sous 
quelles conditions précises ce théorème est exact. Soient 

F 1= =0, ..., F*c=fl 

un système en involution de m équations distinctes et 

[F t , *] = (>, ..., [F (B ,*] = 

le système complet correspondant. Je dis d'abord que les m équations 
de ce système sont linéairement distinctes ; pourquoi en fût autre ment, 
il faudrait que tous les déterminants d ordre m eonlemis dans k 









Digitized by 



Google 



CIIAP. X. — THÉORIE GÉNÉRALE DE LIE. 

l:i !-l ..-.m rectangulaire 



247 



(T) 





dF, àF t 
dx n dpi 








dF m ÔF m 

••> - — » - — > • 

dx n dp t 


../lu 

9 àp* 



soient nuls identiquement. S'il en était ainsi, des m équations 



âF 

d¥ t — -^ (dr — p t dx x — ... — p n dx n ) 

dx t 1 dx n * âp t * l 



dp. 



dp», 



(t = 1 , 2, ..., m), 

on pourrait déduire une relation linéaire entre les premiers membres 

\ d¥ x + .., H- à„ dF„ — ja (dz — <p t dx, — ... — p n dx n ) = 0, 

>, p ..,, î^, u. n'étant pas tous nuls. Or, une telle relation est 
impossible; si ^ était nul, on en déduirait que les fonctions F t , ..., F m 
ne sont pas distinctes, contrairement à l'hypothèse. Si ja n'est pas 
nul, des relations F t = a p ..., F m = a m , où a l9 ..., a m sont des 
constantes quelconques, on déduirait 

dz — p t dx { — ... — p H dx n = 0, 

ce qui est évidemment absurde puisque cette dernière relation exige, 
nous l'avons vu (§ 89), n + 4 relations distinctes au moins entre les 
variables z, x iy p k . Nous laissons de côté le cas où m = n -+- 4, pour 
lequel la question ne se présente pas ( 1 ). 

Il pourrait se faire que tous ces déterminants, sans être identi- 
quement nuls, soient nuls en tenant compte des relations F t = 0, 
..., F m = 0. C'est ce qui arriverait, par exemple, pour une seule 
équation dont le premier membre serait un carré parfait. Cette 
circonstance pourrait se présenter si le système n'avait pas été mis 

(i) Si m = « ■+■ 1, tous les déterminants d'ordre m du tableau doivent être nuls, et In 
système (F„ 4>] =0, ..., [Fa+i, <f>) = doit se réduire à n équations. Autrement toi 
aurait un système complet de (a + 1) équations à (in + 1) variables admettant (n + 1) int£ 
grales distinctes. 
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sous la forme la plus simple, mais il n'en sera pas ainsi si le système 
a été mis sous la forme (19). Nous laisserons de côté ce cas exceptionnel. 
Gela posé, soit z°, xf, pi un élément pour lequel tous les déter- 
minants précédents ne soient pas nuls; par exemple, supposons que 

D(F t ,- M y.) 

D(Pp >~>Pm) 

soit différent de zéro. On pourra résoudre les m équations du système 
complet par rapport à - — > •••» - — et le transformer en un système 

v*j Çf Xjh 

jacobien 



(27) 



dx i </x M+ i 


• + al — + b l — 4- c\ — 4- .. 
ox n oz opi 


-+-c* — =0 


dx m dx m+l 


.'4-<Ç- hb* — --HCJ- h.. 

M dx n ôz dp t 





les coefficients a, b, c étant holomorphes dans le voisinage des 
valeurs z°, x?, pi . Ce système jacobien peut, à son tour, être remplacé 
par un système d'équations aux différentielles totales 



dx m +i = ai+i dx t 4- ... 4- a; + i dx m9 



(28) 



daj m 


r= 


al 


dx { 


4- . 


.. 4- a? dx m , 


ds 


= 


b' 


dx t 


4- . 


.. 4- 


b m dx M9 


dp, 


= 


c\ 


dx t 


4- . 


.. 4- 


c? dx m9 



dp» = ci dx t 4- ... 4- c; dx m ; 



il existe un système d'intégrales de ces équations correspondant aux 
valeurs initiales s , xf, pi : 

x m + l =i i (x i ,... 9 x m9 s?,xï,pt) 9 ..., p» = ty n (x i9 ...,x My z;xï,p;\ 

et, d'après les relations établies entre les systèmes jacobiens et les 
systèmes absolument intégrables d'équations aux différentielles 
totales (§ 35), les équations précédentes représentent précisément la 
multiplicité caractéristique issue de l'élément s , atf, pî. Cette 
multiplicité est bien à m dimensions, puisque x r ..., x m sont dos 
variables indépendantes. Les raisonnements faits plus haut deviennent 
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alors parfaitement rigoureux et on peut affirmer que toute intégrale 
du système proposé qui contient l'élément z°, œ, p , pi> en contient 
uae multiplicité d'ordre m, issue de celui-là. 

L'application de la méthode générale donne encore lieu aux 
remarques suivantes : 

I. — L'intégration du système en involution proposé 

F — F — 

est ramenée à l'intégration du système d'équations aux différentielles 
totales (28); d'après la manière même dont on a obtenu ce nouveau 
système, il admet les intégrales premières 

F 1 = a 1 , ..., F w = a m , 

dont on peut se servir pour diminuer de m unités le nombre des 
fonctions inconnues. Si on obtient l'intégrale générale de ce système 
complètement intégrable (28), on aura intégré par là même toutes les 
équations (26), où a,, ..., a m sont des constantes quelconques. Mais 
si on veut intégrer seulement les équations proposées (20), on pourra 
profiter de cette circonstance en faisant a i = a, = ... = a m = 
dans la transformation précédente. Dans le cas où le système proposé 
est de la forme (49), les deux systèmes (20) et (26) sont équivalents; 
mais si le système en involution proposé est quelconque, son inté- 
gration constitue, en général, un problème plus simple que celle du 
système (26). 

II. — Étant donné un système en involution de m équations 
linéaires par rapport aux variables p k , on voit facilement que les 
coefficients a et b dans les équations (27) et (28) ne dépendent que de 
r, x,, ..., x n . De tout point (z°, x° t , ..., xi) il part donc une infinité 
de multiplicités caractéristiques, mais toutes ces multiplicités caracté- 
ristiques ont en commun une multiplicité ponctuelle d'ordre m que 
Ton obtiendrait en intégrant le système complètement intégrable 

' dx m + x = 0,1+, dx i + ... + a£ +l dx mJ 



dx H = ai dx t -+■ ... ■+■ a? dx my 
dz = b x dx { -h ... -f- b m dx m . 
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Soit P celte multiplicité ponctuelle; l'intégrale, lieu des multiplicité* 
caractéristiques issues du point (z% x?> ..., acj), se composera 
nécessairement de la multiplicité P et de l'ensemble de ses plans 
tangents. Ceci nous explique pourquoi , dans l'intégration des systèmes 
d'équations linéaires, on n'a pas besoin de tenir comple des termes 
en p v ..., p n dans lea équations différentielles des caractéristiques. 

Tout système en involution de m équations linéaires admet, par 

conséquent, une intégrale complète représentée par n + i — m 

relations entre les variables z, x { ; si les équations de ce système 

dépendent en outre de m — 4 constantes arbitraires, l'él i mina tioa 

• de ces paramètres conduira à une équation semi-linéaire (§ 91). 

III. — Si tous les déterminants obtenus en prenant m colonnes 
dans le tableau (T) sont nuls pour les coordonnées z°\ xf, pi d'un 
élément, le théorème fondamental peut être en défaut pour cet 
élément. Considérons, par exemple, le système en involution de 
deux équations 

dont la première exprime que le plan 

Z-z=p(X — x) + q(Y -y) 

est tangent à une certaine surface non développable % g% tandis que la 
seconde exprime que le même plan est tangent à une autre surface 
non développable 2,. Soient P un plan tangent commun à ces dea* 
surfaces, M et M' les points de contact et m un point du plan P. 
Supposons d'abord que le point m ne soit pas situé sur la droite MM' ; 
de l'élément formé par le point m et le plan P part une caractéris- 
tique de la première équation, à savoir la droite Mm; d'un point 
quelconque m' de cette droite Mm part une caractéristique de la 
seconde équation, la droite M'm% L'ensemble des droites ll'm 1 
forme une multiplicité caractéristique à deux dimensions, le plan P 
lui-même. Si, au contraire, le point m est sur la droite MM f , les 
droites m M, m' M' se réduisent toutes à la droite M M'; la multiplicité 
caractéristique se réduit à une multiplicité à une dimension. Pour 
un point m pris sur la droite MM', les cônes (T) et (T r ) relatifs aui 
deux équations seront tangents suivant la droite MM' et on vérifie 
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immédiatement que tous les déterminants d'ordre 2 du tableau 
rectangulaire sont nuls. 

La théorie générale ne s'applique donc pas aux intégrales pour 
lesquelles tous les déterminants d'ordre m du tableau (T) sont nuls. 
Nous les appellerons intégrales singulières, nous réservant de 
montrer dans le chapitre suivant que les intégrales appelées plus 
haut singulières (§91) satisfont bien à ces conditions. 11 est à 
remarquer que toute intégrale singulière d'une équation du système 
est une intégrale singulière pour le système; mais la réciproque n'est 
pas vraie. Ainsi, dans l'exemple de tout à l'heure, la développable 
circonscrite aux deux surfaces l l et 2, est une intégrale singulière 
pour le système des deux équations, sans être une intégrale singulière 
d'aucune d'elles. 

La recherche des intégrales singulières se ramenant à une question 
générale déjà traitée, la recherche des intégrales communes à 
plusieurs équations, nous ne nous y arrêterons pas davantage. 
Remarquons seulement qu'en se bornant, pour fixer les idées, au 
cas d'une seule équation, les raisonnements employés dans le cas de 
trois variables prouvent que, si la fonction F n'a pas été prise d'une 
façon particulière, l'équation F = n'admet pas d'une manière 
normale d'intégrale singulière. 

Pour traiter ce sujet plus complètement, il faudrait étudier les 
relations de contact des intégrales singulières avec les autres inté- 
grales; ce point exige des discussions très délicates que l'on trouvera 
dans le beau Mémoire de M. Darboux, pour le cas d'une seule 
équation. 

96. M. Sophus Lie a présenté la théorie générale sous une forme 
un peu différente, au moyen d'une notation nouvelle que nous allons 
faire connaître. Si dans les deux équations 

F (r, x lf ..., x„, p v ..., p n ) = 0, dz — p t dx t — ... — p n dx n = 0, 

t) t) 

on remplace z par x H+l > p t par — > •••> p n par — * la 

P*+\ Pn+l 

relation F =: se change en une relation homogène et de degré zéro 
par rapport à p,, ..., p -4vl et la seconde équation devient 

p t dx l -h p t d.v t -♦ ... 4- pn + i rfx N4 ., = 0. 
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Changeons n en n — 1 et regardons x v ,.., x A comme les coordonnées 
d'un point dans l'espace à n dimensions, et p XJ ,.., p n comme les 
coordonnées homogènes d'un plan passant par ce point 

Pl (X t — x t ) + ... 4- p n (X M — xj — 0, 

le problème de l'intégration pourra être posé ainsi : Étant données 
q relations F, = 0, ..., F q = 0, homogènes par rapport aux p 49 
trouver une suite (n — 1) fois infinie d'éléments vérifiant ces 
q équations ainsi que la relation 

p t dx i 4- .'.. + p* dx n — 0. 

La nouvelle notation a l'avantage d'être plus symétrique et elle permet 
en outre de tenir compte de certaines intégrales exceptionnelles qui 
disparaissent avec la définition ordinaire, comme un cylindre ayant 
ses génératrices parallèles à l'axe des : - 

Étant donnée une relation homogène par rapport aux p i9 les 
équations différentielles des caractéristiques prennent la forme symé- 
trique 

dxt — dp k .. 4 _ _ . 

£F = -^T' (t,*=l,S,... f n) f 

à Pi dx k 

et la détermination de ces caractéristiques revient à l 'intégration des 
équations simultanées 

(F,V) = 0, É*f^Â 

qui forment un système complet, comme il est aisé de s'en assurer, 
car la dernière équation peut s'écrire [z, V] = 0. 

La recherche des intégrales communes à plusieurs équations 
revient à l'intégration d'un système en involution de la forme 

L p i = (f i (x l9 ..., x B9 xn + i, . ..,x„, ft t H*-!^i t* = *ï2^«»*). 

( i»A=^A(«|t -.,».» »ï*4-l> •••>«»)» (/t-S+l v ..,^i 

la démonstration est la même que celle qui a été donnée plus haut» 
On peut simplifier ce système au moyen de la transformation suivante. 
Si on pose 

X k = X* (X[j . .. , Xn\ p k = Y Pi yy» (* « *> 2» —1 «)> 
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et Umte parenthèse (F, ^X*, m change identiquement en (F 1 , • 
I ' h «K désignant ce ^m.- île viennent F et ♦ par la substitution 
dente. Lr* vérification directe de ce théorème n/oflEre aucune 
difficulté; il apparaîtra plus loin comme corollaire de la théorie 
des transformations de contact. 
Appliquons a notre système en involution la transformation 

»j* = a3|* — $jfc t .ni + i = a> + i» ..,, xl = X w , 

mis sommes conduits à un nouveau système en involution de h 
forme 

-H,=0, avV, = 0, .".., a> = 0, (» = 1,2, ...,•). 

Le* parenthèses 

- H,, *J) t (t = 1, 2, .„, 5; k = s * 1, ..♦, ;*), 

étant nulles, on en conclut que le nouveau système ne contient 
ptt p*H-h "m pft* ^ n Wri?e donc ù un système en invoSnlion de la 

luit: 

Pi = fv •■•• A=A- 

99. Puisque tout système se ramène à un système en involution 
de cette forme, il suffit de considérer un système 



Pi = fv 



P* — h 



où f |f .„, f v sont des fonctions bomogènes et du premier degré 
de //ç + i, ..., telles que toutes les parenthèses 

(A — fii p. — fi) 
i identiquement nulles* Le théorème fondamental de Lie se 



Digitized by VjOOQH 



254 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

déduit alors très aisément de la méthode de Mayer pour l' intégration 
des systèmes jacobiens. En effet, les multiplicités carac té ris tiques du 
système en involution précédent sont déterminées par L'iutégratbu 
du système jacobien 

(p.-A>*) = o, ..., (p,-f t ,*) = o. 

Si on pose 

as ft = a ft + t, x t = a t + ty„ ..., x 9 = a 9 + ty tf 
ce système peut être remplacé (§ 30) par une équation unique 

où 

* = fi + v»ft + ■• + y*f« 

et l'intégration de cette équation linéaire revient à celle de l'équation 
an — q -t- 4 variables 

■^ - 9 ^ y„ -m y„ x ï+1 , ..., x., j^- , -, --) = 0. 

Le théorème fondamental de Lie se déduit donc du théorème .spécial 
de Mayer pour les équations linéaires et homogènes. Inversement, 
si on applique le théorème de Lie aux équations linéaires, on est 
conduit aux mômes résultats que parla méthode directe de Mayer ( l ). 



(*) Mayer, Die Lie'sche Intégrai ionsmetkode drr partiftirn Difftrtittialfleickttagem er*ttr 
Ordnun§ (Mêthcmatische Annalen, t. VI, p. 162-19 
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CHAPITRE XI 

Transformations de contact ( l ). 



100. Parmi les transformations des figures planes ou des figures 
dans l'espace, on a d'abord étudié celles qui font correspondre un 
point à un point et qui, par suite, sont définies par des formules de 
la forme 

X = f(x, y, z), Y = ? (x, y, z), Z = ty (x, y, z\ 

x y y, z étant les coordonnées d'un point de la première figure et 
X, Y, Z les coordonnées du point correspondant de la nouvelle figure. 
Nous désignerons une telle transformation sous le nom de transfor- 
mation ponctuelle. Il est aisé de voir que ces transformations ne 
changent pas les relations de contact. En d'autres termes, si deux 
courbes ou deux surfaces sont tangentes, il en sera de même des 
courbes ou des surfaces transformées, et même la transformation 
conserve l'ordre du contact. 

On connaît depuis longtemps d'autres modes de transformations 
que les précédents, qui jouissent de la même propriété. Telle est la 
transformation par polaires réciproques. A tout point M de Tune des 
figures ne correspond pas un point déterminé de l'autre figure, mais 
bien tous les points du plan polaire P du point M par rapport à la 
surface directrice du second degré Z. Mais si l'on considère, avec le 



( ft ) Autours à consulter : Lie, Begrûndung einer Invariant en-Tkeorir der Bcrûhntng*Tr*tnh 
formations (Mathematische Ânnalen, l. VIII, p. 215-903); Théorie der Tran* format ion** 
grappe* (Zweiter Abschnitl). — Mayer, Directe Begrundung der Théorie der Beruhrungt- 
Tranaformationen (Mathematùiche Ânnalen, t. VIII, p. 304-312). — Darhoux, Solution* ninuu- 
lihest, etc., (2 e et 4* parties); Sur le problème de l'faj [Bulletin de* Sciences mathématique* ; 
t. VI, 2* série). 
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point M, un plan r. passant par ce point, il correspond au plan z un 
point m du plan P et toute surface tangente en M au plan ir aura sa 
transformée par polaires réciproques qui sera tangente en m au 
plan P. Deux surfaces tangentes se changent donc en deux surfaces 
tangentes. De même, si sur la normale en M à une surface quelcon- 
que S on porte une longueur constante MM' = f, le point M' décrit 
une surface S' parallèle à la première. La position du point M' ne 
dépend pas seulement de la position du point M; elle dépend aussi 
de la direction du plan tangent en M à la surface S. Mais, si on 
considère deux surfaces S, S t tangentes en M, les surfaces parallèles 
seront tangentes en M' puisque, comme on sait, les plans tangents à 
deux surfaces parallèles en deux points correspondants sont parallèles. 
Il serait facile de multiplier les exemples. Parmi les transformations 
les plus simples jouissant de la propriété précédente, on peut ciler 
encore la transformation dans laquelle on fait correspondre à un 
point d'une surface le pied de la perpendiculaire abaissée d'un point 
fixe sur le plan tangent en ce point. 

101. Proposons- nous, d'une manière générale, de trouver toutes 
les transformations qui changent deux surfaces tangentes en deux 
surfaces tangentes, ou qui conservent les relations de contact. Soient 
x y y y z les coordonnées d'un point d'une surface, p> q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, X, Y, Z les coordonnées 
du point correspondant de la surface transformée, P, Q les coefficients 
angulaires du plan tangent à celte nouvelle surface. Il est clair que 
X, Y, Z, P, Q ne doivent dépendre que de x, y, z, p, q; les formules 
de transformation auront donc la forme suivante : 

(i AX = f t (x,y,z,p,q), Y = /i(a;,t/,z,p,g), l = f t (x,y,z y p,ql 

Une pareille transformation fait correspondre un élément à un 
élément, mais elle ne conserve pas nécessairement le contact. Si ie 
point (x 9 y, z) décrit une surface S, p et g étant les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, le point X, Y, Z décrira 
une autre surface S' et il faudra que P et Q soient les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface, ce qui n'aura 
évidemment pas lieu si les fonctions fely sont quelconques. Pour 
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qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait 

dZ — PdX — QdY = 0, 

toutes les fois que l'on a 

dz — p dx — q dy = 0, 

et, comme la première expression est une fonction linéaire de dx, 
dy,dz, dp, dq, ceci ne pourra avoir lieu que si on a identiquement 

dZ — P dX — Q d Y = p (dz — p dx — q dy), 

p étant une fonction quelconque de x, y, z,p, q, ne contenant pas les 
différentielles. 

Plus généralement, étant données (2n + 1) variables z,- x iy ..., x n , 
Pv •••> Pn et un système de (2n -+- 4) fonctions Z, X l9 ..., X*, 
Pi> •••> Pn de ces variables, on dira que la transformation 

z'=Z, xl=X i} pl = P k , (i,k = i,2, ...,n), 

est une transformation de contact, si les fonctions Z, X,., P* satisfont 
identiquement à une relation de la forme 

dZ — P t dX t — ... — P. dX m> = p (dz — p t dx t — ... — p n dx n ), 

p étant une fonction quelconque de z, x t , ...>&„, p l9 •.., p n . Une 
transformation de cette nature change une multiplicité M en une 
autre multiplicité M, mais il faut remarquer que la multiplicité trans- 
formée ne sera pas nécessairement de même nature que la multiplicité 
donnée. Ainsi, une telle transformation pourra faire correspondre à 
l'ensemble d'une surface et de ses plans tangents l'ensemble d'une 
courbe et de ses plans tangents. Par exemple, la transformation par 
polaires réciproques appliquée à une surface développable donne une 
courbe, et, appliquée à un plan, donne un point. Remarquons dès 
maintenant que, si on a deux multiplicités MJ formées de deux 
courbes et de leurs plans tangents, pour que ces deux multiplicités 
aient un élément commun, il faut et il suffit que les courbes aient 
un point commun. Si donc une transformation de contact change 
des surfaces en des courbes, elle changera deux surfaces tangentes 
en deux courbes qui se coupent et inversement. 

Il est clair que la transformation inverse d'une transformation de 

G. Ltfons. 17 
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contact est une transformation de contact et que la suite de rîeui 
transformations de contact est encore une transformation de contact; 
ces transformations forment donc un groupe. 

102. Nous sommes donc conduits, pour déterminer toutes ces 
transformations, à résoudre l'équation aux différentielles totales 

(2) dZ — P t dX, — ... — P„ dX„ = p {dz — p x dx i —...—p^ dx^ 

où Z, X f , P*, p sont des fonctions à déterminer des 2n H- 1 varia- 
bles z, x„ £>*. Cette équation nous montre qu'il doit exister au moins 
une relation entre les variables Z, X„ s, x i% contenant Z et z. Suppo- 
sons, pour prendre le cas général, qu'il existe h relations distinctes 
entre ces variables et h seulement 



(3) 



( <W (Z, X<, z, x { ) = 0, 
( <h (Z, X„ z, a\) = 0, 



(i = l,2, ..., n); 



l'équation (2) devra être une conséquence des équations 

c'est-à-dire qu'on devra pouvoir trouver h coefficients \ it ..., X* tels 
que l'on ait identiquement 



dZ — P 1 dX 1 — ... -P.dX, 
Ceci entraine les égalités suivantes : 



p (dz — p à d& 4 — ... — p m axa 
= X t dù t 4- .«. -h Xfc d*i â . 



w 



l-X ^i + 

1 dz + • 


+ x t* 


_P_ X ^!t + 


H-X ^ 


a -x *** + 


" + *» Si 







(i = 1, 2, ..., »), 









Les égalités (3) et (4) sont au nombre de 2» -h 2 H- h et, en générait 
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détermineront les (2n -*- 2 + h) fonctions Z, X<, P,-, X t , p en fonction 
de «, x<, p*. 

De ces équations on peut tirer immédiatement le système 

1 dx< dx^ ^ ( l àz dz ) 

(5)1 d .<Hi. +1^, 

<W=0, ..., ^ = 0, (i = l,2, ...,n), 

de n + fc + 1 équations qui ne contiennent que Z, X t , ..., X fl , 
X p ..., >, A . On tirera de là les valeurs de Z, X n ..., X„, X t , ..., \ k el, 
en portant ces valeurs dans les autres équations, on aura les valeurs 
de P,,...,?, et p. 

Il n'y aurait exception que si les équations (5) étaient indéterminés 
ou incompatibles. On voit immédiatement que ces équations ne 
peuvent être indéterminées, mais il pourrait arriver qu'elles fussent 
incompatibles; cela arriverait si on pouvait éliminer Z, X<, X* entre 
ces équations et on obtiendrait une relation de la forme 

? (*> œ« Pk) = o. 

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que les équations (3) définissent 
complètement une transformation de contact. Gomme le nombre /* 
peut prendre les valeurs 1, 2, ..., u -+- 4, on voit qu'on aura 
(n 4- 4) catégories de transformations à considérer. Dans le en* 
limite où h = n + 4, les relations (3) déterminent complètement 
Z, X t , ..., X,, et on a une transformation ponctuelle. Un autre cas 
limite très important est celui où h = 1. On a alors une seule relation 
entre les variables Z, X<, z, x iy 

<W (Z, X„ z, x,) = 0, 
et l'équation (2) devra être équivalente à l'équation 

d^ = 0. 
Ceci donne les conditions 

i _-p«_'--p = pp«, 
^ ^ t ^ ^ 

dZ dX f dz dx. 
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qui s'écrivent 

72 Pi + âx i - °> (»-i,a,...,n), 

— — Vt + — — = 0, 
on tirera Z, X ( des équations 

*' = °> ÏÏF* + J7, = °> 

à moins qu'on ne puisse éliminer Z, X, entre ces équations et obtenir 
une relation de la forme 

? (*> *n Pi) = o. 

Mais alors les équations précédentes montrent que la relation ty t = 0, 
où on considère Z et X, comme des constantes, donnerait une inté- 
grale de l'équation ? = 0. Donc, pour que la fonction <J> 4 fournisse 
une transformation de contact, il faut et il suffit que la relation ty t = 0, 
où on considère Z et X< comme des constantes arbitraires, ne définisse 
pas une intégrale à n + 1 constantes d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. C'est ce qui aura lieu, en général, 
puisque cette fonction <|> 4 contient (n + 1) constantes. 

Exemple. — Prenons les relations 

Z — z -h Xj x x •+■ ... -f- XpiXpL = 0; 
on devra avoir • 

dZ — P t dX t — ... — P f dX n — p [dz — p t dx i — ... — p n dxj 
= X [dZ — dz ■+■ Xj dx t + x t dX 4 — ... -+- Xp. dxp, -4- x^ dXp,] 
4- Xî* +1 [dX^ — dx^,] -+- ... + X, [dX* — dxj, 

on voit de suite que Ton a 

\ = i, p = l, 
P l = — a? t , ..., P}x = — xj*, X l = p i , .,., Xj*— pji, 
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et, par suite, 

Z = z — p t x t — ... — P\tX^ 

Nous retrouvons une transformation que nous avons déjà employée 
plusieurs fois et qui comprend, comme cas particuliers, la transfor- 
mation de Legendre et la transformation d'Ampère que l'on verra 
plus loin. 

103. Considérons, en particulier, le cas de trois variables x, y, z. 
Dans ce cas, il y aura trois classes de transformations de contact, 
suivant qu'on établit 1, 2 ou 3 relations entre x, y, z 9 X, Y, Z. Le 
cas de trois relations conduit aux transformations ponctuelles. 

Supposons qu'on parte d'une seule relation entre x, y, z, X, Y, Z, 

* (X, Y, Z, x, y, z) = 0. 

Il faudra adjoindre à cette équation, pour déterminer X, Y, Z, P, 
Q et p, les équations suivantes : 



dZ 


<H A 


â«+ 


dit 
dY~ 


o, 


dz P 


ax 


2«+ 


ày~ 


:0, 



La transformation est complètement définie si on se donne la relation 
<J/ = 0, appelée par Plûcker équation directrice; X, Y, Z seront 
données par les formules 

(A) + = 0, ^ +P ^ = 0, £U«£ = 0. 

v ' \ àx r dz ày dz 

La transformation ainsi obtenue peut être interprétée géométrique- 
ment comme il suit. Si on considère, dans l'équation iji = 0, X, Y, Z 
comme des constantes, cette équation, où x, y, z sont les coordonnées 
courantes, représente une certaine surface 21. De même, si dans 
ty = on considère x, y, z comme des constantes, cette équation 
représente une surface 2'. A tout point X, Y, Z, l'équation ty =0 
fait donc correspondre une surface 2 et à tout point x, y, z une 
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surface 2'. Gela posé, imaginons que le point (x, y, z) décrive une 
surface S; la surface correspondante S' décrite par le point X, Y, Z 
sera donnée par les formules (A) qui expriment que S' est l'enveloppe 
des surfaces 2' relatives aux divers points de S. Il est aisé de voir 
que l'équation (A) exprime aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z 
tels que la surface 2 correspondante soit tangente à S. Ces propriétés 
sont évidentes pour la transformation par polaires réciproques. 

Exemple I. — Soit 

<J* = Xx 4- Y y — Z — z = 0; 
on a 

X— j> = 0, Y — g = 0, x-P=0, y — Q = 0, 

et, par suite, 

Z = px -t- qy — z, 

c'est la transformation de Legendre. 

Plus généralement, supposons que la fonction 6 soit bilinéaire, 
de façon que les surfaces 2 et 2' soient des plans, 

4» = X (ax -t-by 4- cz 4- d) 4- Y (a'x 4- Vy 4- dz 4- d') 

-h Z (a'x 4- Vy 4- c'z 4- d') — (ax 4- gy 4- y* + î) = 0. 

Effectuons d'abord la transformation homographique 

ax 4- by 4- cz 4- d 

i * "*" clx 4- py 4- y* + 8' 
) __ a'x 4- fr'y 4- c'z 4- d' 
j * — ax 4- {ly 4- y* ■+■ 8 
f _ a'x 4- b r y 4- c r g 4- d* . 
\ l — ax 4- (îy 4- y 2 + S 

<|> prendra alors la forme 

Xx t -h Yy t 4- Zz â — 1 = 0. 

Lorsque le point (x, y, z) décrit une surface S, le point (x lf y,, r t ) 
décrit une surface S â homographique à la première. D'ailleurs, 
l'équation 

Xx t -t- Yy â 4- Zz t — 1 = 
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représente le plan polaire du point (a;,, y v z t ) par rapport à la sphère 

X 1 4- Y 1 + Z» — 1 = 0. 

L'enveloppe de 1' est donc la transformée par polaires réciproques 
de S, par rapport à cette sphère. On conclut de là que, quand d» est 
bilinéaire, la transformation est équivalente à une transformation 
homographique suivie d'une transformation par polaires réciproques. 

Exemple IL — Soit 

^ = (X — *)» + (Y — y) 1 -h (Z - zy - R» = 0. 

Il faut lui adjoindre les relations 

X - x 4- p (Z - z) = 0, Y - y + q (Z — z) = 0, 
X-*+P(Z-z)=:0, Y-y + Q(Z-z) = 0; 

ce qui donne 





p = 

Z = 2 

\\p 




Q = 
R 


?, 


1 

Kl 






+ p* 
Y = 




Rg 


V\ 


+ P 1 + 


■«•' 


+ p 1 



x = * + . ...... - - . 

c'est la transformation par laquelle on passe d'une surface à une 
surface parallèle, ou dilatation. Les surfaces I et 2' sont des sphères 
de rayon R ayant respectivement pour centres le point (X, Y, Z) et 
le point (x y y, z). 

Exemple III. — En prenant 

* = X* + Y» + Z» — Xx - Y y — Zz = 0, 

on retrouve la transformation par laquelle on passe d'une surface à 
sa polaire relativement à l'origine. La surface Z est un plan et la 
surface 2' une sphère. 

104. Supposons maintenant qu'il existe deux relations entre X, Y, 
Z, x, y, Zy 

*i = 0, A = 0. . 
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II faudra leur adjoindre les équations 

i-x d Ai + x d A>, 
1 _ x » dZ + *» dZ ' 



-p-x ^- l + x ^-', 



o-x *♦* + > *&, 






= x3-X.^, 



pj> = X, 



<?x 



dx 



r ' ày dy 



Il est aisé de tirer des trois dernières équations une relation ne 
contenant plus p, X, et ),,; en éliminant p on a, en effet, 

comme X ft et X, ne peuvent être nuls à la fois, d'après la première 
des relations écrites plus haut, on en conclut la nouvelle équation 



= 0, 



dx dz dx dz 

dû. dû. àà t dù % 

dy dz dy dz 

qui, Jointe aux équations 

<W = 0, • ^ = 0, 

permettra de déterminer X, Y, Z. 

On peut encore donner de ces équations une interprétation géomé- 
trique. Considérons, dans les équations ty t = 0, <]/, = (), X, Y, Z 
comme des constantes et ce, y, z comme des coordonnées courantes. Ces 
équations définiront une certaine courbe C, lieu du point (ce, y, z). En 
d'autres termes, ces équations font correspondre à tout point (X, Y, Z) 
une courbe C, et de même, à tout point (ce, y, z) correspond une 
courbe C représentée parles mêmes équations où on regarde X, Y, Z 
comme les coordonnées courantes.. Lorsque le point (#, y, z) décrit 
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une surface S, les courbes C relatives aux divers points de S forment 
une congruence. L'équation A = détermine la surface fbcale fie 
cette congruence, surface qui est la transformée S' de la surface 8. 
On montrerait aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z tels que 
les courbes C correspondantes soient tangentes à la surface S. 

Pour avoir les transformations les plus simples de cette espèce, il 
est naturel de supposer que les courbes G et G' sont des droites. 

Exemple I. — Soit 

4> t = Y — y = 0, * t = Z — z + Xx = 0, 

on aura 

A = X — j) = 0, 

et, par suite, 

X = p, Y = y, Z = z — px. 

En écrivant que 

dz — x dp — p dx — P dp — Q dy = dz — p dx — q dy, 

on trouve 

P = — x 9 Q = q. 

On a ainsi la transformation connue sous le nom de transformation 
d'Ampère. 

Exemple II. — M. Lie a donné un autre exemple remarquable 
où les courbes C et C 1 sont des droites, en partant des deux rela- 
tions 

<h = X + %Y 4- z -hxZ=0, 

^ = x(X-iY).+ y — Z = 0. 

A tout point (X, Y, Z) correspond une droite appartenant à un complexe 
linéaire et à tout point (a?, y, z) une droite qui rencontre le cercle 
imaginaire de l'infini. 
Calculons A; on trouve 

A = Z-hp-7(X-tY) = 0; 
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on tire de là aisément les formules suivantes : 



X4-iY = -2-a; 



px + qy 
q — x 



X — tY = 



x 



qy 



q — x 



P = 



qx 



x 



Q = 



qx 



x 



Cette transformation change les lignes droites en sphères ou, 
d'une façou plus précise, fait correspondre au système doublement 
infini d'éléments formés d'un point d'une droite et d'un plan passant 
par cette droite le système doublement infini d'éléments formés 
par un point d'une sphère et le plan tangent en ce point. Soient, en 
effet, 

( ax 4- by 4- cz -t- d = 0, 

( a'x + b'y -+- c'z + d 1 = 

les équations d'une droite. La transformée est le lieu des points 
X, Y, Z tels que la courbe G correspondante rencontre cette droite, 
c'est donc la surface qui a pour équation 



=0, 



a 


b 


c d 


a' 


V 


c' d' 


Z 





1 X + »Y 



X-iï 1 — Z 



c'est-à-dire une sphère, comme il est aisé de le voir en développant 
le déterminant. A deux droites qui se coupent, cette transformation 
fait correspondre deux sphères tangentes. Aux tangentes asympto- 
tiques d'une surface quelconque S correspondent les sphères oscula- 
triées (*) de la transformée S' et aux lignes asymptotiques de S les 
lignes de courbure de la transformée S' (*). 



(*) Deux surfaces tangentes en un point M sont dites otculatrices lorsque les deux tangentes 
en M à la courbe d'intersection sont confondues. Les sphères osculatrices à une surface en un 
point M sont les deux sphères tangentes en M qui ont pour centres les centres de courbure 
principaux. 

(*) Pour plus de détails sur cette importante transformation, voir le Mémoire déjà cité de 
Lie (Matkmatitche Annale n, t. V). 
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Exemple III. — Soient 

*, = X* + Y 1 + Z 1 - (*» + y» 4- s 1 ) = 0, 
tb, = Xx + Yy -4-Zz = 0; 

les courbes C et C sont alors des cercles. On a 

A = Z (py — gx) 4- X (y -h gz) — Y (x 4- pz) = 0. 

Cette équation A = représente un plan qui passe par la droite OM 
et par la normale MN à la surface en M. On conclut de là la cons- 
truction suivante du point m correspondant au point M : dans le 
plan passant par OM et la normale MN à la surface, on mène la 
perpendiculaire Om à OM sur laquelle on prend une longueur 
Om = OM. C'est la transformation dite apsidale, qui permet de 
passer de l'ellipsoïde à la surface des ondes. Les fonctions ty t et 6, 
étant symétriques en x y y, z et X, Y, Z, on en conclut que la trans- 
formation est réciproque: 

105. Les paragraphes précédents contiennent la détermination, 
sous forme finie, de toutes les transformations de contact. Mais on 
peut se proposer sur ces transformations bien d'autres problèmes. 
Par exemple, étant donnée une fonction Z des 2u + 1 variables z, 
Xj, p*, on peut se demander s'il existe d'autres fonctions X i9 P* telles 
que les formules 

z' = z, *; = x,, pi = p t 

définissent une transformation de contact. La solution de cette 
question et de bien d'autres analogues se déduit sans difficulté des 
théorèmes suivants qui sont fondamentaux dans cette théorie. 

Théorème (*). — Soient Z, X<, P* 2n -t- 1 fonctions des 2n 4- 1 
variables z, x iy p k9 dont les différentielles vérifient identiquement 



(*) Si on suppose connue ta théorie générale des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, la proposition peut s'établir très aisément. En effet, de l'identité (6) on 
déduit que les relations 

Z = a, X t = a tt X^o,, 

où «, «„ ..., a H sont des constantes quelconques, entraînent la relation i%—p % ii t — ... 
— p * dx m s= 0. Par conséquent les (» + 1) fonctions Z, X< sout distinctes (§ 89) et les équa- 
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la relation 

(6) dZ — P â dX, — ... — P^dX, z=ç>(dz— p t dx t — ... — p, dx„), 

où p est une fonction des variables z, x i5 p k7 qui n 9 est pas nulle : 
ces 2n + 1 fonctions sont indépendantes et satisfont aux relations 

[X„ XJ = 0, iz, X,] = 0, [X«, PJ = 0, 

[X„ PJ = - p; [Z, PJ = - pP„ [P<, PJ = 0. 

lions [Z, X,] as 0, fX», X*] = doiTcnt être des conséquences des précédentes, ce qui ne peut 
avoir lieu que si ces crochets sont identiquement nuls, puisqu'ils ne contiennent pas «, «„ 
..., «„. D'un autre côté, la relation (6) peut s'écrire 

rf(Z-Xa 1 Pa 1 ~...-X« g P^) + Xa l rfP« 1 + ... + X^rfPa g -P«^ l rfX^ I -...-P«^X^ 

= p (d% — p, rfx, — ... - p n rtrj, 

où a,, ..., a„ sont les nombres 1, 2, ..., », ranges dans un certain ordre. Cette identité est de 
même forme que la première, mais les fonctions Z, X„ ..., X„ sont remplacées par 

Z — Xa, Pat, — Xa q Va q , P*„ ..., Pat ç , X* tf+l , ..., Xa,. 

On a donc 

|P„ P fc ] = 0, [P,-, X fc ] = 0, (î 5 *), [P.-, Z] = P. [P,-, X,|. 

L'équation (6) peut encore s'écrire 

d (l - ~A - V P, </ (x, + -^) = p <rf* - /», *r, - ... - j>. *g, 
où S = 1 + PJ + ... + P». On a par conséquent 

ce qui donne 

|P l ,X i ] = [P 1 ,X I ] = ... = [P.,X JI ]. 

Enfin, pour avoir la valeur du crochet [X,-, P,] écrivons la relation (6) sous la forme 

rfZ-P 1 rfX 1 ~...-P w i!X w -p/» JI+1 rfx >l+l = p(rfa-^rfx l -...--^ +1 rfj îl+l ), 

en introduisant un nouveau couple de variables * n+v p n + v Gomme Z, X^, P*,p ne con- 
tiennent pas x M+ p p n+ j on aura, d'après ce qui précède 

(P* X,] = (p^ + r 2^]= p. 

On a ainsi les valeurs de tous les crochets. Il ne reste plus qu'à faire voir que les lu + I 
fonctions Z, X<, P*sont indépendantes. Supposons qu'on ait une relation de la forme 

P t = « (Z,X f , ...,X w ,P It ...,P w ); 

on devrait avoir |P„ X,| = p et des relations précédentes on déduit au contraire (P,, X,] =0. 
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M. Lie a déduit ce théorème de la théorie du problème de Pfaflf. 
Mi\J. Mayer et Darboux ont donné ensuile des démonstrations directes. 
La démonstration suivante est celle de M. Darboux. 

L'équation (6) peut être remplacée par les 2 n -h 1 équations 
suivantes : 



(8 > S-S'-S— '*• 



<9) S-S ft 5s-* ( *= d - 2 ' >• 

Employons toujours la notation 

dx* dx t . dz 

on pourra alors remplacer les relations (8) par les relations 

obtenues en éliminant p entre les équations (7) et (8). Soit u une 
fonction quelconque de z, x t , p t ; en supposant que les différentielles 
dx lf dz soient liées par la relation 

dz = p t dx i 4- ... -h p n dx ny 
on aura 

(du du\ _ du _ du . 

dM = fe + p * d;) d *' + - + 5S dPl + - + à* dp " 

c'est-à-dire 

. du . du . du _ du , 

dx t l dx n dp, ^ dp n r " 

Appliquons cette formule aux fonctions X, et P,.. Nous aurons 

(«) 



__- dX< dXj ^X| dX f _ 

dX< = — d* l + ... + ^d*.H- — d Pl + ... + -< dp. 



dx, * dx. d/> t " d/i. 
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Cela ppsé, imaginons un second système de différentielles que nous 
désignerons par la lettre 8 et que nous emploierons en même temps 
que le premier; on aura d'abord 

SZ - P, 8X t - ... _ P n 8X„ = p (Sz - Pi lx t - ... - p n lx n ), 

et, en différentiant cette relation dans le premier système d'accrois- 
sements, il vient 

d8Z - dP t 8X t — ... — dP n SX, - P t d3X t — ... - P„ diX n 

= dp (Iz - p i ix t — ... — p n tx n ) 
+ p j dlz — dp t ox t — ... — dp n ix n — p i dlx i — ... — p n dix n j. 

Supposons toujours que Ton ait 

dz = p t dx t -h ... + p n dx ny 
iz= Pi Sa^-f- ... + p n lx n , 

permutons les différentielles d et 8 dans la relation précédente et 
retranchons les deux relations ainsi obtenues; il viendra, en remar- 
quant que les opérations d8 et 8d sont équivalentes, 

dX t 8P t — dP t 8X t -h ... + dX„ 8P n - dP„ 8X. 

= p [dx t Sp t — dp i lx i -i- ... 4- dx n lp n — dp n 8xJ. 

Écrivons que cette dernière relation a lieu, quels que soient les 
accroissements ix if lp ky après y avoir remplacé 8P<, 8X< par leurs 
valeurs tirées des équations (11) où on aurait remplacé d par 8; il 
viendra 

dP, ,_ dX. __ dP. , v dX m jrk 

pd#< = — 'dX. — -r-^dP.4- ... +— -?dX m — ^-l *dP n . 

m\ ) dPi dPi dPi dpi 

Les deux systèmes d'équations (11) et (12) doivent être équivalents; 
si on remplace dans le système (12) dX iy dP< par leurs valeurs tirées 
de (11), on doit aboutir à des identités. On en conclut, d'après un 
théorème bien connu sur les substitutions linéaires, que si A désigne 
le déterminant des coefficients de dx^ dp k dans les équations (11) 
et A' celui des coefficient; de dX, et dP fc dans les équations (12) 



Digitized by 



Google 



CHAP. XI. — TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 

résolues par rapport à dx t et dp ty on aura 

AA'=1. 



271 



Or, 



A = 



dX, dX t dX t 



dx i 

dP.. 
dx t 



dx n dp t 



àp» 



dx„' dp t 



àp. 



A' = 



dP. 



à?. 



àp x àp t 



dx. 



<*P. 

•> -; > 



àp { 

dX t 

dx n ' 



<*P, 



dx. 



on voit facilement que le second déterminant se ramène au premier 
par une permutation convenable de lignes et de colonnes. Par 
conséquent, 

A 



A' 



d'où 



A* = p 1 ", A = ± p\ 
Considérons maintenant le déterminant fonctionnel de Z, X i} P* 
D(Z,X 1 ^^ ll ,P 11 ^ 1 P ll ) 



I 



D (z, x p ..., x u9 p l9 ...,p u ) 



1 = 



dZ dZ dZ dZ 

, _ — , ..., — , _, 

oz ax i ox % op l 

dX t dX t dX. dX { 

___, _ — , ..., _ — , _ — , 

dz dx t dx n âp i 



dZ 

dX t 

9 à Pu 

âP m dP n dP n dP H dP n 

dz àx t dx n dp y dp n 



Ajoutons aux éléments de la deuxième colonne ceux de la première 
multipliés par p v elc..., aux éléments de la (n + 1)* ceux de la 
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première multipliés par/>„; on trouve 



1 = 



Enfin, ajoutons à la première ligne les éléments de la .seconde 
multipliés par — P t , etc., ceux de la (n -f- l) e multipliés par — P w , 
il vient, en tenant compte des relations (7), (9) et (10), 



dZ 


dZ 
dx l 


dZ 

.., _ — , 

dx. 


El 

dpi 


El 

1 àp» 


dz' 


dX i 

dx % 


dX t 

'dx.' 


dX t 

àp t ' 


' àp n 




dP n 
dx t 




d Pl ' 


àp» 



1 = 



p. 


..., 0, 0, .. 


., 


dX, 






dz 






àP. 


A 




dz 







= ?A, 



d'où 



I = ± p» +1 . 



Gomme p est différent de 0, on en conclut qu'il en est de même 
de I. Les fonctions Z, X„ P t sont donc indépendantes et on peut 
résoudre les équations 

z'=z, x; = x lf p; = p*, 

par rapport à z, x { , p k . 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, remplaçons, dans 
la formule générale 



du , du , du , 

du = - — djc. + ... -h - — ax, -h - — a». 
dx t ' dae, dp, ri 



du 

àpn 



d>Pn, 



dx v ..., dx„, dpj, ..., dp,, par leurs valeurs tirées des formules (12), 
il vient : 



pd« = [P l ,uldX l + ... + [P n ,ti]dX ll 

-[X |f y]dP t 



^.-tX.,u]dP B , 
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Si on remplace u, dans cette formule, successivement par X,, l\ etZ, 
en écrivant que les coefficients de dX ; et dP; sont nuls puisque ces 
quantités sont arbitraires, d'après les formules (12), et en tenant 
compte do la relation 

dZ = P 1 dX 1 + ... + P H dX n , 

ou trouve précisément les relations qu'il s'agissait d'établir 

LX ; ,xj = o, [z,x,i = o, iP ft iy = o, 

[X ; , t\] = -p, [Z, P.] = - p P.., IX ; ,P 4 .1 = 0, (i^fc). 

II resterait, pour compléter ces relations, à calculer les crochets 

[P,Z], [p.XJ, [p,l\]; 

c'est ce qui se fait très aisément en appliquant la formule générale 
de Mayer 

[Lu, t>], te] + [|p, te], u] + [[te, u], v] 

dtv au d» r 

= j7 l""' "] + 4); ["'» "1 + £; [«» «9 

à trois des fondions Z, X,, P t . On trouve ainsi (') 
lp, Z] = p' — ?tf _, 

108. Réciproquement, étant données (n 4- 1) fonctions distincte* 
Z, X J7 ..., X n des vartaWcs r, x\, fi 4 ., vérifiant les relations 

IZ, XJ = 0, IX,., XJ = 0, (î, ft = 1, 2, ..., n), 

on peut toujours trouver, et d'une seule manière, n fonction* 
l 1 ,, P t , ..., P H des mêmes variables, telles que Von ait 

d'L - P t dX t - ... - P. dX„ = p (de -p t dar, - ... -p n dx H \ 

Nous allons montrer, à col eil'el, que les 2/t équations (9) et {[$) 

(*) Ces formules sont ducs à M. Darb-jux (Bulletin îles science* matkimaliqncs, I. \l» 
2' Miif, p. (i-2). 
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sont compatibles et peuvent être résolues par rapport à P l? ..., P n . 
Je dis d'abord qu'il y en a certainement n parmi elles qui seront 
résolubles par rapport à P n ..., P„. S'il n'en était pas ainsi, tous les 
déterminants d'ordre n qu'on pourrait tirer du tableau 



dX, 
dx i 


dx n dp t 


àPn 


dx t 


dx n ' âp t ' 


dX„ 



seraient identiquement nuls, ce qui est impossible si les n fonctions 
i l9 ..., X„ sont distinctes (§ 97). 

Il suffit donc de prouver que les valeurs de P t , .,., P n tirées de 
ces n relations satisfont aux n autres. Posons 






B* 



dX; 

àpt 

dX, 
da^. 



on aura entre les premiers membres des équations k k = 0, B t = 
n relations linéaires distinctes 



dX„ 



<>X*) 



2;/^-f'-^g;=tz,x.i-|;p ;l x i ,x A] =o, 

(/» = 1,2,. ..,»), 

de sorte que n de ces équations sont des conséquences des n autres. 
Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant 



dX, 
d.r, 



dX, 

dx. 



dxj 



dX. 

dx m 



soit différent de 0; on pourra alors tirer des équations (10) les valeurs 
de P p ..., P n et les relations précédentes prouvent que ces valeurs 
qui annulent I3 n ..., B ;l annuleront aussi A p ..., A M . La valeur de p 
sera fournie ensuite par l'équation (7). 
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Tout ceci nous permet maintenant de résoudre le problème que 
nous nous sommes proposé (§ 105). Étant donnée une fonction Z des 
variables z, x iy p Ly on cherchera d'abord n fonctions X t , ..., X, 
des mêmes variables, formant avec Z un système en involution de 
(h -H 1) fonctions distinctes. Les équations (9) et (10) fourniront 
alors, par de simples opérations algébriques, des fonctions l\ 9 ..., V Hi 
telles que la transformation 

r' = z, *; = x,., P ; = p.. 

soit une transformation de contact. 

107. Étant données deux fonctions quelconques F, H des variables 
-> x n Pu s * on '**' une transformation de contact en remplaçant 
les variables z, x iy p k par des fonctions de nouvelles variables c', x\ , 
ply les fonctions F et H se«transformeront en de nouvelles fonctiouj- 
F' et H f des variables ~ y x] y p' k et le crochet [F, H]^ se transformera, 
à un facteur près, dans le crochet [F', H'] : v P ' des fonctions F' et Il r 
par rapport aux variables c', x' h pi. En d'autres termes, le crochet 
[F, H] est un invariant relativement à toute transformation de 
contact. 

Supposons que Ton ait entre les différentielles des fonctions r, x iy p k 
des variables nouvelles z\ x\ y p' k la relation 

dz — p i dx i — ... — p n dx n = f (dz' — p[ dx[ — ... — pldx',,). 

Toutes les fois que le crochet [F, H] sera nul, il en sera de môme du 
crochet [F', H']^*; en effet, lorsque [F, H] = 0, on peut trouver 
des fonctions Iî f , ..., U„, P„ P s , ..., P„, telles que l'on ait identi- 
quement 

dY — P { dH — P^/H, — ... — V H dU n 

— A (dz — p t dx t — ... — p tl d.r n ). 

En remplaçant, dans cette identité, r, x,, p k par leurs valeurs en 
fonction des nouvelles variables, elle deviendra 

ciF* - p; d\v - p; dii; - ... — p; du: 

= A'p {dz 1 - v \ d,\ _ ...-/>; dx.x 
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et de là on conclut que le nouveau crochet est nul 

[F',H'],,.,=0. 

Les deux crochets [F, il] et [F', H']-vv, s'annulant en même temps, 
ne duivent différer que par un facteur dépendant de la transformation 
seulement. Il est facile de calculer ce facteur, ce qui fournit en môme 
temps une vérification du théorème. Remarquons pour cela que si on 
a deux fonctions 

F(a 4 , a f , ..., a,), H(tf 4 , ..., a f ), 

où a f , a v ..., a q sont des fonctions quelconques de z> X» p ky on aura 

Appliquons cette formule aux fonctions f, H, les variables intermé- 
diaires étant ici z\ x\', pi; il vient 

y D_(FVH') y y D (F', H') 

VV D(F,H') vv D(F',H') r ^, 

Eu tenant compte des relations qui ont été établies (§ 105) entre les 
fonctions : r , xl, pi des variables z, x h p k , il reste 

Par conseillent, 

[¥', Il ],,,, = ? [F, H],,,. 

108. Parmi les conséquences de la théorie précédente, il convient 
de signaler dés à présent les suivantes : 
Les intégrales de l'équation linéaire 

|Z, F] •= 
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sont Z, Xj, ..., X n , p 5 > ■••> ~; de môme, les intégrales de l'équation 

linéaire 

[X f ,F]=0 

sont Z, X t , ..., X n , P t , ..., P,-i, P.-4-i, ..., P». Par conséquent, si 
on est parvenu à trouver n intégrales X t , ..., X,/de l'équation linéaire 
[Z, F] = 0, formant avec Z un système de n 4- 1 fonctions distinctes 
telles que tous les crochets [X<, X*] soient identiquement nuls, on 
aura les autres intégrales par des différentiations et la résolution d'un 
système d'équations du premier degré (§ 66). 
Plus généralement, le système complet de ji équations 

admet les 2>t + 1 — p intégrales distinctes 

Z, X t , ..., X„, Pf*+i, ..., P„; 

donc, si on connaît n -+- 1 — p intégrales de ce système complot 
Z, Xp + i, ..., X n , formant avec X t , ..., X^ un système de n 4- 1 
fonctions distinctes en involution, on aura l'intégrale générale 
par des différentiations et la résolution d'un système d'équations 
du premier degré. 

109. Étant donnée une équation du premier ordre 

(13) F(s,* a fc)=:0, 

si on remplace r, cr ; , p L . par dos fonctions de nouvelles variables 
z\ xi, pU 

: = /"(:', .r/, j>i), .*•,. = fi (r', a?;, pj), ft = ©* (r', .r,', pi), 
(t, fc = l,2, ..., w), 

satisfaisant à la relation 

de — p i djc x — ... — p H dx n = p (dz' — ]>; rf^J — ... — pi dxi), 

l'équation proposée se change en une nouvelle équation du premier 
ordre 
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ot, comme toute multiplicité M„ se change en une multiplicité M,, 
toute intégrale de la première équation se change en une intégrale 
de la seconde et inversement; d'une intégrale complète de Tune 
d'elles on déduira une intégrale complète de l'autre. Tel est le sens 
qu'il faut attacher a la transformation qui a été employée à plusieurs 
reprises (§§63, 90).. 

Les ca ract élastiques se correspondent dans les deux équations; 
soient, en eiïet, l l\, ...,<!>*,, _i les 2n — 1 intégrales distinctes, autres 
que F, de l'équation linéaire 

IF,*]=0; 

les caractéristiques de l'équation (13) sont représentées par les 
équations 

F = o, * t = c p ..., *,._! = Cm_, ; 

après la transformation, ces équations deviennent 

F l= r-0, ♦; = (:„ ..., «J— i = Cm-«, 

et comme on avait [F, *J wp = 0, on aura aussi [F t , <ï\ ! J«'.ry = 0, de 
sorte que ces nouvelles relations donnent les caractéristiques de 
l'équation (14). 

Les équations différentielles des caractéristiques étant 

dXi _ -dp k _ dz (ik-i* n) 

dF~dF àF~dF dF ^-i,->. ••,">> 

^ J7, + ft ^ àp l Pl + ~-- h àï n Pn 

on en conclut que, si on fait une transformation de contact qui 
change F en F 4 , le système précédent se change en un nouveau 
système de même forme 

à*} _ — dpi __ dz^ 

dF^âF: ,dh\ — dF t , dF. ,' V***- 1 ^»-»** 

à Pi 0j\ àz' dp k ôp n 

où F (r, x { , p L ) est remplacé par F t (r f , x' iy p[). 

D'une manière générale, toute transformation de contact change 
un système en involution de m équations en un système en involntion 
do ?>2 équations; toute intégrale du premier système se change en 



Digitized by 



Google 



C1IAP. XI. — TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 279 

une intégrale du nouveau système et les multiplicités caractéristiques 
se correspondent encore dans les deux systèmes. 

Pour donner une application de cette propriété générale, considérons 
les équations aux dérivées partielles du premier ordre à trois variables, 
dont les caractéristiques sont des lignes asymptotiques (g 77). Si on 
applique à ces équations la transformation de M. Lie (§ 104), on est 
conduit à des équations du premier ordre dont les caractéristiques 
sont des lignes de courbure. On trouve ainsi deux catégories d'équa- 
tions jouissant de cette propriété : les unes admettent une intégrale 
complète composée de sphères ; l'intégrale générale étant une enve- 
loppe de sphères, il est clair que les caractéristiques sont des lignes de 
courbure. Les autres équations s'obtiennent en écrivant qu'il existe 
une relation entre les quatre paramètres d'une des sphères oscula- 
trices en chaque point d'une surface intégrale (*). 

110. Transformations en x,p. — Parmi les transformations 
de contact, il y a lieu de considérer plus particulièrement celles où 
les fonctions X,., P t ne contiennent pas la variable jt; on les appelle, 
pour abréger, transformations en x,p. Ou obtient des transfor- 
mations de cette espèce en partant d'un système quelconque de 
relations entre z y x v ..., x my Z, X,, ..., X,,, où les variables Z et z ne 
figurent que dans la combinaison Z — As, A étant une constante 
arbitraire. Soient, en effet, 

Z-Ac-^ 1 (^ i ,...,x. î X 1 ,...,X JI ) = 0, $ l= 0, ..., 6 A = 0, 

un système de relations de cette forme, à k ne contenant que les 
variables x i9 X f . Les équations qu'il faudra joindre à celles-là pour 
déterminer la transformation et qu'on tirera de l'identité 

dZ _2P, <*X, _ ? (rf 5 .-J^p, dr) 

— >., [rfZ -- Xdz - rfi,] + X, d-i, + ... + ).* d% 
donnent d'abord \ = 1, A = p et il reste l'identité 
-JP, d\< + A^P. dx; = - dà t + X, d*, + ... + X* di„ 

(>) Quand on écrit une relation entre les quatre paramètres d'uno des sphères osculalriccs. 
on c*l conduit à une équation du second ordre. Mais rotte équation du second ordre admet 
une solution singulière du premier ordre, dont les intégrales donnent lu véritable solution 
du problème. Voir Oarboux, Solutions si mju litres, p. titi.) 
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qui conduit à des relations ne contenant plus que les variables X-, P A ., 
• v i> Vn \-> •••> V On trouvera donc pour X t , ..., X*, P 4 , ..., P n , 
Z — A~ des fonctions de x i9 p t seulement et la transformation qinsi 
obtenue sera bien une transformation en x,p. 

On obtient ainsi toutes les transformations de cette espèce. Suppo- 
sons, en effet, que dans l'identité (6) les fonctions X,, P^ne contiennent 
pas z ; les formules (7), (8) et (9) deviennent 



(7)' 



(VA 

al 



m — v àX * p dX » — «« 

\°) * "l ~5 ••• — "m "1 — = — P Pli 

w S- P *S— -'■«=•■ «•*= 1 - 2 --* 

de la relation générale [P„ X,] = p on conclut que p ne dépend pas 
de z et, par conséquent, Z sera de la forme 

z = pz 4- n (./p ..., # n , p 4 , ..., p„). 

Remplaçons Z par cette valeur dans les équations (8)' et (9)'; il vient 
j£ z = ?< (.r 15 ...,*„, p p ...,;>„), 
--^ c = <fc (,r p ..., a?,, 27 t , ..., p.), 

ce qui ne peut avoir lieu que si on a -r-£- = 0, —- = 0. La fonction o 

se réduit donc à une constante A, différente de zéro, et Z est de la 
forme 

Z = \z -f- II (x 1? ..., ff n , p t , ..., 2\). 

Si on élimine p 4 , ...,p„ entre les équations qui donnent X,, ..., X„, Z, 
il est clair que Z et r ne figureront dans les relations obtenues que 
dans la combinaison Z — \z. En rapprocbant tous ces résultats du 
tbéoréme général démontré au § 105, on peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

Si on a une identité de la forme 
f /Z - }\ r/X, - ... _ P H dX n = ? (rf: ~ Pl dx t - ... - p H d.c H ), 
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oit p «Vsi pas m«Z et où Jes fonctions X ., P* ?ic renferment pas la 
variable z, p 5e réduit à une constante ketZ est de la forme 

Z = Ar -f- n (.r p ..., x Hi p„ ..., p n ); 

de plus, les 2n fonctions \ h V k sont indépendantes et on a les 
relations 

(X,, X,) = 0, (X„ P*) = 0, (P,, X.) = A, (P„ P,) = 0, 
[As H- n, X,] = 0, [Az + n, PJ = - AP,. 

On peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer A = l, 
car cela revient à remplacer Z par AZ et X { par AX f . Si on remplace 
en outre Z par z — Û (ar^ ..., a? rt , p lf ..., p„), on parvient à l'énoncé 
suivant : 

Étant données 2n 4- 1 fonctions Q, X f , P* des 2n variables 
indépendantes x h p k} dont les différentielles totales vérifient la 
relation 

(15) dû 4- P, dX t + ... + P. dX„ = Pi dx t + ... + p, d*,, 

/es 2n fonctions X 4 , P A . son* indépendantes et on a les relations 

{ (X,., X,) = 0, (X P,) = 0, (P„ P,) = 0, (P f , X,) = 4, 
l 1D 't [c-Û,X,.] = 0, [~_Q,P,] = _P t .. 

111. Inversement, supposons que Ton connaisse n fonctions 
distinctes X t , ..., X n des variables x iy p k , telles que toutes les 
parenthèses (X„ X & ) soient nulles. Les équations linéaires 

(17) [X„4»] = 0, ..., [X„*] = 

forment un système complet de n équations distinctes dont on connaît 
déjà n intégrales X t , ..., X m ; ce système admettra donc une autre 
intégrale qui contiendra nécessairement s. Si on prend un nouveau 
système de variables indépendantes 

~y ?/p •••> Vm ?/» + !? •••> !/»»> 

où y t = X p ..., i/ ft = X„, y u + \ 7 ..., !/**, étant des fonctions de .r„ p tJ 
choisies arbitrairement, mais de façon à former avec X t , ..., X„ un 
système de 2n fonctions distinctes, le système complet précédent se 
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change en un nouveau système complet où les coefficients seront encore 
indépendants de z. Ces nouvelles équations devant admettre comme 

intégrales y 1? y„ ..., y H ne contiendront pas de termes en ^—j •••> 

- — On pourra les résoudre par rapport à » •••> ; autro- 

ày* ày, i+l ày u 9 

d<i> 
mont on en tirerait — = et le système (17) n'admettrait pas 

d'intégrale contenant z, ce qui est impossible. Les équations (17) 
seront donc remplacées par des équations de la forme 

3 *-A â — =0, •••» 1 HA*— =0, 

dj/«+i â <?s dy,. * dz ' 

où les coefficients A ne contiennent pas z. Pour qu'un tel système 
soit jacobien, il faudra que Ton ait 

àA k ÔA { 



ày„+i ày n +k 

et, en posant 4> = z — Q, on aura û par une quadrature. On peut 
donc obtenir par une quadrature une fonction Û des variables x iy p t 
vérifiant les n équations [z — Û, XJ = 0. Une fois Û déterminé, les 
relations (8)' et (9)' détermineront, et d'une seule façon, les valeurs 
de P 4 , .,., P n . Le raisonnement est le môme que celui qui a été fait 
plus haut (§ 106). On conclut de là la proposition suivante : 

Étant données n fonctions distinctes X n ..., X B des 2n variables 
r u Pk> satisfaisant aux relations (X<, X t ) =0, on peut toujours 
trouver des fonctions Q, P 1? ..., P„ des mêmes variables donnant 
lieu à l'identité (15). 

La fonction Û s'obtient par une quadrature et on a ensuite 
P t , ..., P,, en résolvant un système d'équations du premier degré. 

112. On peut faire encore une autre hypothèse. Supposons que 
Ton ait 2n fonctions X n ..., X„, P â , ..., P„ des 2n variables x S9 p k 
satisfaisant aux relations 

(X,,X t ) = 0, (P„P t ) = 0, (X„P,) = 0, (P,X,) = 4, 
(i,* = 4,9,...,n). 
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Je dis d'abord que ces 2n fonctions sont distinctes. En effet, s'il 
existait une relation telle que 

*(X l ,...,X n ,P l5 ...,P n ) = 0, 
on en déduirait 

<*.♦>=- 53 =«. ( p "*)=jx;= <) ' 

et la fonction 4> se réduirait à une constante. D'après ce qui précède, 
on pourra donc trouver des fonctions V, n t , ..., 1T„ donnant lieu à 
l'identité 

dV -+- U t dX i 4- ... -h H» dX B = p, dx x + ... 4- p n dx H \ 

la différence P* — E k sera, par conséquent, une intégrale commune 
des n équations linéaires 

(x lf /) = o, .-, (x„, /-) = <), 

dont on connaît n intégrales distinctes X,, .,., X B . On aura donc 

p t = n t + w t (x l ,...,x.), 

et les relations (P,-, P t ) = donnent ensuite 
Il suit de là que l'expression 

t—i 1—1 

est une différentielle exacte d\V = S W* dX* et on a l'identité 

d (v - w) +2 p ^ dXi =2 * ***■ 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Étant données Sn fonctions X„ P fc des 2n variables indépen- 
dantes x iy p L . satisfaisant aux relations 

(18) (X„\'*) = 0, (X„P,) = 0, (P„P*) = 0, (P,,X,) = 1, 

(î, fc= l, 2, ...,«), 
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ces 2n fonctions sont indépendantes et il existe une fonction Q 
donnant lieu, avec les précédentes, à l'identité (15) 

dû + P t dX t + ... + P, dX„ = Vi dx t + ... + p„ d.c H . 

Remarquons que la fonction Q est déterminée, à une constante 
additive près, quand on connaît les fonctions X f -, P*. On peut donc 
regarder une transformation en #, p comme entièrement définie 
quand on connaît les 2n fonctions X i9 P* satisfaisant aux condi- 
tions (18). 

113. Les transformations en x, p jouent le même rôle par rapport 
aux équations aux dérivées partielles où z n'entre pas, que les 
transformations de contact générales par rapport aux équations 
quelconques. Ainsi, étant données deux fonctions quelconques F, <T» 
des variables x i9 p ky désignons par F', 4>' ce que deviennent ces 
fonctions après une transformation en x, p> 

x', = X„ p!, = P t , 

les fonctions X„ P* satisfaisant aux relations (18); on aura identi- 
quement 

(F, *%•,' = (F, *)„. 

Toute équation du premier ordre, où z n'entre pas, se change en une 
équation de môme forme et les équations différentielles des caracté- 
ristiques donnent, après la transformation, les équations différentielles 
des caractéristiques de la nouvelle équation. 

Ceci s'applique en particulier aux systèmes canoniques. Étant 
donné le système d'équations différentielles 

Alrt\ dX i à}l d P* ^ H /• I A O \ 

(19) 77 = 5?; 7iï=-*?/ <•,* = !, a, •■•.«■> 

imaginons que l'on prenne un nouveau système de 2n variables 

s\ = X„ pi = P,, 

les fonctions X„ P* satisfaisant aux relations (18), et soit H' ce que 
devient la fonction II par cette substitution. Le système (19) est alors 
remplacé par un système de même forme 

dxl dH' dpi dH' ... ' 

(19)' -_.=_, ^ = __, (i,k = 1,2, ...,w). 
dt api dt o.c k 
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Ce théorème- était connu de Bour (*) et de Jacobi ( 2 ), qui en a l'ait 
d'importantes applications à la théorie des perturbations. Il se présente 
ici comme une conséquence des propriétés d'invariance du système 
des caractéristiques, relativement à une transformation de contact. 

On verra de même que si on connaît n intégrales f v ..., /^,...., f r 
du système complet 

(r„o=o, ..., (&,/) = <>, où (/;,/i)=o, 

formant un système en involutiou, les autres intégrales de ce système 
s'obtiendront par une quadrature et des opérations algébriques. 

114. Transformations homogènes. — Si dans l'identité (15) 
la fonction Q se réduit à une constante, cette identité prend la forme 

P, dX, + ... + P. dX. = p, dx, + ... + p„ dx„, 

et les dernières des relations (16) donnent 

L: ' XJ = ->dl7, + ~ + *-3ïv) = ' 

les fonctions X< sont donc des fonctions homogènes du degré et les 
P, des fonctions homogènes de degré 1 des variables p { . La proposition 
du § 110 peut alors s'énoncer ainsi : 

Si 2/i fonctions X 4 -, P* des 2n variables X» p k satisfont à V identité 

(20) P t dX, + ... + V H dX H = Pl dx t + ... + p tt dx Hj 

ces 2n fonctions soi\t indépendantes, Xi est une fonction homogène 
de degré et V { une fonction homogène de degré 1 des variables p iy 
et on a 

(21) (X., X,) = 0, (X„ 1»,) = 0, (P„P,) = 0, <P„X,) = 1, 

(«,& = 1,2, ...,»)• 
L'identité (20) peut encore s'écrire 
t/Z — I\ dX t — ... — P M dX m — : d: — ji â ce\» , — ... — ji rl rfj 



ex fl 



(*) Mémoires des sarfiHls êlranficrx. I. XIV. 

f ! l .Ywvi M et butins, cl»*.: Ynrlf**»fffH tibev l>yitnni(<. 
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en posant Z = z. Le théorème précédent se déduit alors du théorème 
général du § 105 en supposant que dans l'identité précédente X f et P* 
ne contiennent pas z. La transformation de contact 

r'=Z, a-;=X„ p' k =P k 

change une fonction homogène de degré q des variables pi en une 
fonction homogène de degré q des variables p t . Nous l'appellerons, 
pour abréger, transformation homogène. 

Réciproquement t étant données n fonctions distinctes X ,,..., X„ 
des variables x iy p ky homogènes et de degré par rapport aux pt 
et satisfaisant aux relations (X i} X k ) = 0, on peut toujours trouver, 
et d'une seule manière, n fonctions P p ..., P„ des mômes variables, 
telles que Von ait Videntité 

P L dX 4 4- ... 4- P H dX n = p t dx i + ... + l\ dx n . 

Ou aura, en effet, pour déterminer P t , ..., P H , les 2 h équations 

à t* à\ t r\ ^X„ A 

A *= *W + "• + p 'df- pt=z0t 

„ „ <*x. „ «?x M A ^ - *» " -' n; ' 

B t = P. -r-i + ... + P. -r— " = 0, 

l àp t "dp t 

dont les premiers membres vérifient les n relations linéaires 

2(*.£-*g)=2».w.w-2»g=* 

(/»=l,2,...,n). 

Les fonctions X, , . . . , X„ étant distinctes, on pourra toujours résoudre n 
de ces équations par rapport à P p ..., P n et les valeurs ainsi obtenues 
satisfont aux n dernières. (Voir § 106.) 

Étant données 2n fondions X„ P* rfes variables .r-, j) t satisfaisant 
aux relations 

(\ i ,X k ) = 0, (X.,P,) = 0, (P„P*) = 0, (P»X..)=:1, 
(i, fc = 1, 2, ..., n), 

Xj t ; (a/i( une fonction homogène de degré et P t une fonction 
homogène de degré i des variables p it on a identiquement 

P, (ÎX, + ... -i- P. d\ = /», dx, + ... + i', ila!.. 
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On démontrera d'abord, comme au § 113, que tes fonctions X P* 
sont distinctes. Par suite, on pourra trouver n fonctions n t , ..., D w 
homogènes et de degré 1 par rapport aux^ ; , donnant lieu à l'identité 

^n i dX i =^ à p i dx i . 

La différence P< — II { sera une intégrale du système complet 

et comme cette intégrale est homogène et de degré 1, elle sera 
forcément nulle, puisqu'elle ne peut être une fonction de X t , ..., X M . 

1 15. De toute transformation homogène à 2n + 2 variables (x n p k ) 9 
on peut déduire une transformation de contact générale à 2n -t- 1 
variables s, x i9 p k . Supposons, en effet, qu'on ait une identité de la 
forme 

(22) Q l d\\ -h ... + Q M+ , dY M+1 := q t dy t + ... -t- q«+i dy a ^; 
posons 

(23) { _A. = p t , ..., _A. = P|i , 



9» — „ ï- — „ 7» 4-1 _ . 

_ _ — Pn • ••> — - — P»j ~ — f, 



<£*i + l 



Z, Xi, P t , p seront des fonctions des seules variables z> x { , p k et la 
relation (22) devient 

(24)dZ~P 1 dX 1 -....-.P tt dX fl = P (dr-^ l dx l -...-p li c^ M ). 

On aura donc bien une transformation de contact à 2n + 1 variables 
r, o? 4 ., p A .. Inversement, de l'identité (24) on peut remonter à l'iden- 
tité (22) par la transformation (23). Donc, de la transformation de 
contact générale à 2n 4- 4 variables (c, x-, p L ) on déduit la transfor- 
mation homogène générale à 2?i + 2 variables. 
Posons encore 



/n .n xïfàF d* dF d$> 
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F et <I> étant deux fonctions quelconques de j/ ..., i/ B+ i, g,, ..., ^«-n- 
Si F et <t> sont des fonctions homogènes de degré des q t et si on pose 

F et <l» deviennent des fonctions de z, x iy p k et on vérifie immédia- 
tement que l'on a 

• (F, *),, = — -i- tr, *i^. 

1*0111* que les l 2u + 1 fondions Q p ..., Q«+i, V,, ..., Y„ +l des 
variables y i9 q L . vérifient l'identité (22), ii faut et il suffit, on vient de 
le voir, que l'on ait les relations 

"tfi clÇn+i aq t Oqa+x 

(Y,, Y,)„ = 0, (Y,, Q*),, = 0, (Q„ Q,)„„ = 0, (Q,., Y,),, = 1, 
(t,fc = i,2,...,w+l). 

Si on clTecliie la transformation (23), l'identité (22) donne l'identité 
(24), Z, X p ..., X n , P t , ..., P M , p désignant des fonctions des 
2?i + 1 variables :, x t9 p k . Les relations (Y ; , Y x .), /p ±= fournissent 
les nouvelles relations 

[Z,X,] = 0, LX„XJ=0; 

voyons ce que deviennent les autres. La relation (Q..+i, Y M+ i) w = 1, 
par exemple, peut s'écrire 4 



ou 

10Z 



(2=±!,Y. +1 ) =1, 






Ou déduira de mémo des autres relalious qui oui lieu entre les O â , Y. 
les équations nouvelles 

[?.*.•] *P^' = 0, l?,PJ + ? ^=0, [P„X,] = * [P<,XJ = 0, 
[P„ Z] = ? IV, | IV, P,l = 0, (r, /.• =1,2,..., ii). 
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D'où ou conclut le théorème suivant qui complète lu proposition 
du § 105 : 

Pour que 2n -+- 2 fonctions Z, X t , ..., X,,, P 4 , ..., P„, p ftes 
2 h -h 1 variables r, jc t , ..., # rt , p t , ..., p B vérifient identiquement 
la relation 

dl — P, dX â — ... — P M dX tt = p (de — j^ cl^ — ... ~-p H dx n ), 

il faut et il suffit que Von ait 

[p„ pj = o, [P,., x,] = o, [X,, x,] = o, [p„ xj = ? , 
^[x„ zj=o, lp,, z]=pP„ p^o, 

|[p,X,]4-p^=0, [p,P,] + p^ = 0, lp, r /J + ?^-? s = o, 

\ (*, fc = 1> 2, ..., n). 

# 

On reconnaît d'ailleurs aisément, en appliquant la formule générale 
de Mayer 

[[u, v], u>] + [[t?, w], u] 4- [[io, u], t>] 

= -^ [r, te] H- — [w, v] + ^ [u, to], 

que les équations de la dernière ligne sont des conséquences des 
premières. 

116. Applications de la théorie précédente. — Après cette 
élude sommaire des propriétés fondamentales des transformations d< 
contact, nous allons appliquer les résultats obtenus à la théorie des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

La méthode d'intégration de Jacobi se déduit immédiatement de ce 
qui précède, débarrassée de toutes ses restrictions. S'il s'agit, en 
effet, d'intégrer l'équation du premier ordre 

(25) Z = a Q , 

cl si on a obtenu n fonctions X t , ..., X H formant avec Z nu syslèmt! 
de n + 1 fonctions distinctes satisfaisant aux relations 

[Z, X.-l - U, [X„ XJ ^ 0, (î, k -- 1, 2, ..., #t>, 

on a vu qu'on pouvait trouver n fonctions P,, ..., P rt donnant lieu « 

II. Leçous. V.i 
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l'identité 

dZ — P, dXj — ... — P rt dX. = p (de — ^ d.r t — ../ — ^ dx M ), 

p n'étant pas nul. Les n •+■ 1. équations 

(26) Z = a , X^a,, ..., X. = a., 

où a p ..., a„ sont des constantes arbitraires, entraînent donc la 
relation 

(27) de— p l dx i — ... — p m dx m = 

et, par conséquent, fournissent une intégrale complète de l'équa- 
tion (25). On peut d'ailleurs obtenir avec la même facilité l'intégrale 
générale. En effet, le système des équations (25) et (27) peut être 
remplacé py le système des deux équations 

Z = a , 

(28) P.dX,-*- ... + P.dX J1 = 0, 

dont on obtient la solution générale par la méthode qui a déjà servi 
bien des fois. On satisfait à la relation (28) de plusieurs manières : 

1° En posant X f == a i9 ..., X„ = a„, ce qui donne une intégrale 
complète. 

2° En établissant entre X 4 , ..., X M , h relations distinctes 

(29) <J, l = 0, ..., ^=0, 
et en écrivant que l'on a identiquement 

P t dX, 4- ... 4- P, dX\ = X, d^ -h ... + \ k d* A , 
c'est-à-dire 

(:30) p < = ^È i + - + >>A 5x,' ( * = *' 2 ' -' n) - 

L'élimination de X t , ..., a a entre les u + /t + 1 équations (25), (29) 
et (30) conduit àn + 1 relations entre r, x p*; c'est Yintégmle 
générale. 
3° On satisfait encore à l'équation (28) en prenant 

(31) P 1= 0, ..., P N = 0. 
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L'intégrale définie par les équations (25) et (31) est une intégrale 

slngiUière. En eflet, pour tous les éléments de cette intégrale, on 

doit avoir identiquement 

• 

dZ = p (dz — p i dx t — ... — 2\ dx H \ 

c'est-à-dire 

dZ dZ âZ 

et, par suite, 

d'L . dZ ,)Z * 

^ = °' à^ i + P 'àz = °' 

ce qui est bien la définition des intégrales singulières (§ 14). Il est 
clair d'ailleurs que cette solution singulière n'existera qu'autant que 
les équations qui la définissent ne deviennent pas incompatibles. 

117. Ce procédé s'étend de lui-môme aux systèmes en învolution. 
Car les équations 

H 

Z = a , X t = a i9 ..., X m -i = a m ~i, dz — j? p i dx i = 

t-i 
sont équivalentes aux équations 

Z = a , X â = a t , ..., X w _i = a m _i, 
P. !«.+ ... + P. dX, = 0, 

et on peut traiter comme tout à l'heure cette dernière relation. Si on 
prend 

\h == ^«|5 •••* "Ni -— ^*iï 

«,„, ..., a tt étant des constantes arbitraires, on a une intégrale 
complète. Si on prend 

l'intégrale ainsi obtenue satisfait à la définition des intégrales singu- 
lières (§ 97). On a, eu effet, pour tous les éléments de cette intégrale, 
l'identité 

dZ— .P l #lX i — ...— P -l .if/X lll -i = p(cf: — /v^-...— p A dx„)> 
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c'est-à-dire 



dZ 



<>X, 



" P _ l . — P 



d\ M -i 



r* 



ôz l àz m ~ l ôz 

a.r- âxi a Xi 

ûm dp t àpi 



= — pp.-> (*= *> 2 > •••>")> 



ou encore 






<iX„_, 



<* Z p <* X i p ^ X "-' _ n 

On a un système de 2n équations linéaires à m — 1 indéterminées 
P,, ..., P,„ _ i. Pour que ce système soit compatible, il faut donc que 
tous les déterminants d'ordre m contenus dans le tableau rectangulaire 



al 
dx i 

dX M _i 



àPn 



àX»-} 



di\ àp H 

soient nuls pour tous les éléments de l'intégrale considérée. 

118. D'une manière générale, la connaissance d'une transformation 
de contact 

z'=l, atfsX,, p'u = V t 

permet de former une infinité de systèmes en involution dont on 
peut écrire immédiatement une intégrale complète. En effet, nous 
savons que les équations 

Z = a , \i = a i9 (t = l, 2, ..., n), 

où <x , a,, ..., a H sont des constantes arbitraires, ont pour conséquence 
la relation 

dz^p i dx î — ... — p n dx n =Q 

ot, p.-ir suiu», représentent toujours une multiplicité M„. Par consc* 
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quent, les équations précédentes fournissent une intégrale complète 
du système 

4», (Z, X t , ..., X K ) = 0, ..., ù h (Z, X p ..., X,) = 0, 
pourvu que Ton ait • 

<W («d, a t, •••> «-) = 0, •••> 'à h (a , a„ ..., <?„) = 0, 
ce qui laisse bien subsister n — /t + 1 constantes arbitraires. 

Dos remarques de cotte nature avaient déjà été faites par Eiilcr el 
Lagrange au sujet de certaines classes d'équations différentielles, 
analogues h l'équation de Clairault, que l'on peut intégrer par des 
différentiations. Ces équations sont précisément celles que Ton 
obtient en partant d'une transformation de contact connue dans le 
plan. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de trois variables et 
'soient Z, X, Y trois fonctions distinctes de r, x, y donnant lieu à 
l'identité 

dZ — Pd X — Q d Y = ? (dz — p dx — q il y); 
soit., d'autre part, 

(32) U = f(X,Y,Z) = 

une équation du premier ordre. Intégrer cette équation, cela revient 
à exprimer x, y 9 z, p, q en fonction de deux variables indépendantes 
de telle façon que l'on ait la relation (32) et la relation 

(33) dz--pdx — qdy=z 0. 
De l'équation (32) on tire 

dU = % dX + % dX + ?J- dZ = 0, 
âx à Y ùù 



ou 






p L (dz —pdx — q dtj) = 0, 



et le système (32) et (33) peut être remplacé par le suivant : 
, 0>2) ' U = f(X,Y,Z) = 0, 
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On satisfait à ces équations de plusieurs manières : 

1° En posant X = a, Y = b, f (X, Y, Z) = ; c'est l'intégrale 
complète; 

2° En établissant entre X et Y une relation de forme arbitraire 

ç(X,Y) = 
qui, jointe à l'équation (34), donne 

V>X + l dz) d\ dZ \dY + y dZ) - u ' 

avec la relation U = 0, on a l'intégrale générale; 
3° En prenant 

U-o ^ + P^-0 ^ + o^-o 
U ~ U ' <?X + 1 47. ' dY + g ^Z~ l - 

Si ces trois équations sont compatibles, elles déterminent l'intégrale 
singulière. 

L'équation (32) s'intègre donc par des diflerentiations et des 
éliminations. Mais on ne doit point considérer les équations de cette 
forme comme formant une classe particulière. Au contraire, il résulte 
de ce qui précède qu'étant donnée une équation quelconque du 
premier ordre Z = 0, on peut toujours trouver deux autres fonctions 
X et Y déterminant avec celle-ci une transformation de contact. Toute 
la difficulté du problème consiste précisément à trouver ces deux 
fonctions X et Y, tandis que, si l'équation est de la forme (32), la 
question est immédiatement résolue. 

Quelques explications géométriques font bien comprendre la nature 
de ce procédé d'intégration. Imaginons que les fonctions X, Y, Z 
soient déduites' d'une seule relation 

(35) 9 4,(*,y,*,X,Y,Z) = 0, 

à laquelle il faudra joindre (§ 103) les équations 

ox oz oy oz 

Considérons pour un moment X, Y, Z comme des paramètres, x, y, z 
comme des coordonnées courantes. On a ainsi une surface 2 dépendant 
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de trois paramètres dont on peut disposer de façon qu'elle ait avec 
une surface donnée S en un point donné (x, y, c, j>, g) un contact 
du premier ordre. Les valeurs des paramètres X, Y, Z seront précisé- 
ment déterminées par les équations (35) et (36). Toute équation aux 
dérivées partielles du premier ordre telle que 

(32) f(X,.Y,Z) = Q 

exprime donc la propriété suivante des surfaces intégrales : si Ton 
considère une de ces surfaces S et la surface 2 tangente à S eh un de 
ses points, les trois paramètres dont dépend cette surface 2 satisfont 
à la relation (32). Or, il est clair que Ton a des surfaces satisfaisant 
à cette condition : 1° en prenant les surfaces 2 elles-mêmes pour 
lesquelles les trois paramètres vérifient l'équation (32); 2° enjoignant 
à l'équation (32) une autre relation arbitraire <? (X, Y, Z) = et en 
prenant l'enveloppe de la suite simplement infinie de surfaces 2 dont 
les paramètres satisfont à ces deux relations; 3° en prenant l'enve- 
loppe de toutes les surfaces 2 dont les paramètres vérifient uniquement 
la relation (32). On retrouve ainsi les trois catégories d'intégrales, 
l'intégrale complète, l'intégrale générale et l'intégrale singulière. 

On aurait une interprétation analogue si la transformation de 
contact était déduite de deux relations entre <r, y, z, X, Y, Z. 

Prenons, par exemple, 

* = (X - *)■ + (Y - i/)* + (Z - c)« - R*, 
on aura 



Kï + l^ + ï 1 Kl + p'-M* Vi+p* + q* 

La surface 2 est une sphère de rayon R ayant pour centre le point de 
coordonnées X, Y, Z. Toute équation de la forme 

tL- Rp . y *i— , g - g— \ = o 

\ Kl + p' + g' |/i+pt + q « i/i+p«H- g «/ 

exprime donc que la sphère de rayon R tangente en un point quel- 
conque à la surface intégrale S a son centre sur une surface donnée S 1 . 
L'intégrale complète se composera d'une sphère de rayon R ayant 
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pour centre un point quelconque de S' ; l'intégrale générale s'obtiendra 
en prenant l'enveloppe de la sphère de rayon R dont le centre décrit 
une courbe quelconque de la surface S'. Enfin, on aura pour intégrale 
singulière la surface parallèle à S' obtenue en portant sur les 
normales à S' une longueur égale à R. 

Remarque. — La méthode d'intégration précédente de l'équation 
Z = revient au fond à déterminer une transformation de contxict 

z' = Z, xl = X f , fl = P t , (i, ft = 4, 2, ..., n), 

qui ramène cette équation à la forme z' = 0. Si on a deux équations 
F = 0, i\ = 0, à un même nombre de variables, puisqu'on peut \o< 
ramener toutes les deux à la forme r' = 0, il suit de là qu'on peut 
toujours passer de l'une à l'autre par une transformation de contact. 
Donc, une équation aux dérivée? partielles du premier ordre n'a 
pas d'invariant, relativement au groupe des transformations de 
contact. 

De mémo, étant donnés deux systèmes en involution de m équations 
à un môme nombre de variables, on peut toujours passer de l'un à 
l'autre par une transformation de contact. 

119. Il nous reste à montrer la liaison intime qui existe entre la 
méthode de la variation des constantes et la théorie des transformations 
de contact. Considérons un système de (m •+■ 4) équations distinctes 
du premier ordre 

(37) F (r, *,,!>*) = (>, F l (z,x i ,p L ) = 0, ..., ¥ m (z,x hPk )=zO, 

admettant une intégrale complète représentée par h relations entre 



(38) 



dépendant de n — m constantes arbitraires, 

I/i ("> r n • ••» x *> <Wi, •••> a») = 0, 
fh (•> ^|> • -, '''n, <Wl, •••> ««) = 0. 



On a déjà remarqué (§ 67) qu'on pouvait introduire dans le système (37) 
m -h 4 constantes arbitraires nouvelles. Supposons, pour fixer les 
idées, que les équations (37) contiennent r, ce qui ne restreint 
évidemment pas la généralité; nous pouvons même supposer (§ 93) 
que ces équations puissent être résolues par rapport à r, p v ..., p„ 
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.r, + i> ..., ,r M . Si on change alors : en : + a + a, x t -f- ... h- a, .r„ 
^4.1 en x, +l 4- a, + î , ..., x„, en x w -+• a w , on introduit dans le 
système (37) ainsi que dans l'intégrale complète (38) m + 1 constantes 
arbitraires a,a iy ...>a m . Nous pouvons donc remplacer le système (37) 
par un nouveau système contenant m + 1 constantes 

(39) F(r, .r.,ji,, a, a lf ..., = 0, F 1 =0 > ..., F,„ == 0, 
et admettant une intégrale complète définie par /i relations 

(40) A (r, .r lf ..., .t., a, <i t , ..., a.) = 0, ..., f k = 0; 

le système (39) n'étant pas au fond plus général que le système (37), 
c'est sur ce dernier système que nous raisonnerons. D'après la 
manière même dont nous avons obtenu les équations (39), on peut 
résoudre ces équations par rapport à a, a„ ..., a m ; soient 

(il) a = ? (r, ar„ jï*), ^ = o x (r, z\, p*), ..., a m = ? w (r, .r ; , Pl .) 

les valeurs ainsi obtenues. Le système (39) peut encore s'écrire 

(39)' ç = Const., 9 ft = Gonst., ..., ç> w = Const. 

Soit P la multiplicité ponctuelle représentée par les équations (40). 
La multiplicité M„ correspondante s'obtiendra comme il suit : Quand 
on se déplace sur P, les coordonnées r, x i9 - ..., x n sont liées par les 
seules relations (40); par conséquent, la relation 

(42) ' dz - Pl dx t - ... — p H dx tt = 

devra être une conséquence des relations d/* t = 0, ..., df h = 0. Il 
faudra donc que Ton ait 





dz — 


Pi 


<*.*,-...- 


P, dr* — À, 


*fi 


+ .. 


. + x» 


<*/;, 


c'est- 


à-dire 
















(43) 


• 

( 
(- 


4 
"Pi 


l dx t 


- + ** dz 




(i = 


1,2, 


...,»). 



Les (n + 1 + ft) équations (40) et (43) permettent d'exprimer r, y,, 
Pk*^v •••> A * en fonctions de n variables indépendantes; elles repré- 
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sentent donc la multiplicité M H correspondante à P. Par hypothèse, 
l'élimination de a«+i, ..., a M , \, ..., \ h entre les équations (40) 
et (43) conduit aux relations (39) seulement. Cela revient à dire que 
ces équations (40) et (43) peuvent être résolues par rapport à a, a %9 
..., a., Xj, ..., X ; „ les valeurs de a, a tJ ..., a M étant données précisé- 
ment par les relations (41). Soient 

les valeurs obtenues pour a w+ i, ..., a H . Introduisons n fonctions 
nouvelles b r ..., &„, définies par les équations 

m \ h jï + - + lh dï) hi + x » 55i + - + A *^ ( - ' 

( (i = 4,2, ...,n). 

Des équations (40) et (43) qui définissent les fonctions a,., on tire, en 
différentiant et formant l'expression X â df x + ... ■+• X A d/i, 



(^ 5S+ •••+>• 35) (dfl - 5|dai " ••- 


- &* da A ) 


+ (x 1 g + ...+X.^)(dt-p 1 dx l - 


... — p fl dx.) = 


En posant 




W P (».g *- H- ^) + ».« + - 


4-) ^* — 


on aura 





(46) da — &, da t — ... — & n da n = p (de — J9 f dx x — ... — p n dx n ). 

Nous retrouvons donc l'équation fondamentale des transformations 
de contact. Comme p n'est pas nul, on voit d'abord que les fonctions 
a, a 17 ..., a H , b i9 ..., b H sont indépendantes et, par suite, or pourra 
exprimer z, x { , p k en fonction de a, a iy b k . Nous voyons en outre que 
les équations (39) r forment un système en involution et le calcul 
précédent nous donne d'autres fonctions a m+u ..., a n formant avec 
celui-là un nouveau système en involution de n H- 1 équations. Il 
conduit donc au tut que l'on se propose d'obtenir quand on applique 1 
la méthode de Jacobi et Maver. 
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Poursuivons l'étude de cette méthode. Le système des équations (39) 
et (42) peut être remplacé par le système équivalent 

(âH\ f a == C° nst '' a i == Const., ..., à M = Const. 
( *Wi da m +i + ... -t- b a da R = 0. 

On satisfait à la dernière équation en^ prenant 

cu+i = Const., ..., a A = Const., 

ce qui donne l'intégrale complète, ou en prenant 

b«+i=0, ..., A, = 0, 

ce qui donne l'intégrale singulière. Pour avoir l'intégrale générale, 
établissons entre a m + i, ..., a nJ l relations distinctes 

( ««.+i = ty t (a M +i+i, .-., «»), 

(48) 

auxquelles il faudra ajouter les relations 

l h » + l Â^— + •- + *■ + ' ,!, ^ + fc.+! + l=0, 

(49) ! ; • 

& -+l £& + ... + k +l |i l + &. = <). 

Les équations (39)', (48), (49) représentent l'intégrale générale. 
Elles donnent bien n h- 1 relations entre s, x„ p* et, comme les 
fonctions a, a„ b A sont distinctes, ces relations permettront, en général, 
d'exprimer z, #;, p k en fonction de n 4- 1 variables indépendantes, 
si les fonctions <|> n'ont pas été prises d'une façon particulière. 

La théorie générale des multiplicités caractéristiques, que nous 
avons établie directement, se déduit aisément des résultats précédents. 
Appelons multiplicité caractéristique la multiplicité à m + 1 dimen- 
sions définie par les équations 

(50) a.stf-, ..., a„ = 0», 5i±î = C««, ..., r^- = C*% 

Om+1 Gw + l 

les équations qui représentent l'intégrale générale ne dépendent que 
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de â t ; 



et, par suite, toule intégrale qui contient 



Vm + l u m + l 

un élément contient tous ceux de la multiplicité caractéristique issue 
de cet élément. Pour définir la multiplicité caractéristique en partant 
des équations (39) 1 elles-mêmes, il sufiit de remarquer que a n ..., r/ fl , 

-^iî» •••> — — sont les intégrales du système complet (§ 94) 
"/m 4-1 b m + x 

Tous les éléments de la solution singulière 

« 

annulent tous les déterminants d'ordre m -+- i contenus dans le 
tableau rectangulaire (§ UT) 



da 

dx i 



da 
àpl 



da m 
dx ê 



àa M 
àPn 



Or, si on désigne par y v ..., y» + i, m H- 1 quelconques des varia- 
bles r, a*,., j^., on a, d'une manière générale, 

D (F, ..., F.) D (F, ..., F.) D {a.a,, ...,«.), 



D 0/i, ..., y»+0 D («, ■••> «») D (y„ ..., y«+i)' 

par conséquent, tous les déterminants d'ordre m •+• 1 contenus dans 
le tableau rectangulaire 



d¥ 
dx t 


dF 
<)p. 




àp. 



seront nuls en môme temps que les précédents. Il est donc prouvé, 
d'une manière générale, que les solutions que l'on est conduit à 
appeler singulières en généralisant la méthode de la variation des 
constantes satisfont bien aux équations que l'on est conduit, d'un 
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autre coté, à prendre pour définition des intégrales singulières en 
généralisant la méthode de Cauchy (§ 97). 

120. Les résultats précédents permettent de résoudre une question 
que nous avons laissée de coté, le passage d'une intégrale complète à 
une autre. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas d'une seule 
équation et supposons que la constante a ait été introduite en chan- 
geant ; en : + a. La formule (46) devient 

da — b { da i — ... — b m da n = dz — p { djL\ — ... — p H djL\; 
pour une autre intégrale complète, on aura de même 

da — Ptrf*! — ... — $ H dz H = dz— î\d.c i — •-—p m d.v n> 
et, par suite, 

(50) b y da, -h ... + b H da H = t da x -h ... + $ n dx a . 

Nous savons comment on obtient la solution générale de l'équation (50). 
Établissons entre a 4 , ..., a tt , j v ...,a M , k — 1 relations distinctes 

i *i = A (**> •••> *»> ff l> "M fl «)? 

(51) : 

( cli;^ = /i_, (a*, ..., a„, a t , ..., a n ). 

En substituant les différentielles dà p ..., da*-i dans l'identité (50), 
il vient 

tf a, r ôa. 



(52) • da " dtt ' 






« — ? __'J. _1_ 

H. — r-i ,,_ r ••• 



^, , .o «W- 



3*.. 



Les équations (51) et (52) résolues donnent des résultats de lu forme 



(M) 



61=^(0,, ..., a., J|.-, Jj). 
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Il est aisé de déduire de là que les différentes classes d'intégrales, 
obtenues en établissant une ou plusieurs relations entre a { , ..., a nJ 
ne sont plus distinctes quand on part de la nouvelle intégrale complète. 
En effet, si on regarde a n ..., a n comme les coordonnées d'un point 
dans l'espace à n dimensions, la transformation précédente revient â 
uiie transformation de contact. Or, si Ton a dans l'espace à n dimen- 
sions une multiplicité M tt _i déduite d'une multiplicité ponctuelle 
représentée par r relations entre a p ..., a M après la transformation, 
la multiplicité ponctuelle correspondante sera, en général, représentée 
par une seule relation entre a l9 ...,«„, si la transformation n'est pas 
choisie d'une façon particulière. On voit donc qu'une classification 
des intégrales, basée sur le nombre des relations établies entre a p 
..., a n7 serait illusoire; cette distinction tient au choix de l'intégrale 
complète, mais n'a rien d'essentiel pour l'équation aux dérivées 
partielles elle-même. 

. 121. On petit rattacher à la théorie des transformations de 
contact une méthode d'intégration des équations simultanées, due â 
Korkine (*), et dont la démonstration directe exige de longs calculs. 
D'une manière générale, soit 

(M) Ti = 0, ..., Y. = 

un système en involuliun. Supposons qu'on ait obtenu une intégrale 
complète de l'équation 

Y 1 = a 1 ; 

on pourra alors> nous venons de le voir (§ 119), déterminer par des 
calculs algébriques d'autres fonctions Z, X ï5 ..., X H , P 15 ..., P„ telles 
que les formules 

s'=Z,- a -; = X„ jii = P t , (t, k =t 1, 2, ..., n), 

où Y t = Xj, définissent une transformation de contact. Par celte 
transformation, le système (54) se change en un nouveau système en 
involution 

(55) .!•;=* o, y; = o, ..., y;=±o, 



(l) Korkine, Comptes retins, t. 1AY11I, p. 1101. La prerrtierc idjcdc cCtlc nl'llijJc lirait 
duc à lîour. 
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Y,, •••> Yi étant dos fonctions de r', xï, pi. Puisque ce système est 
en involution, on a identiquement 

Les fonctions Y- ne contiennent donc pas p\ et on est ramené à un 

système en involution de m — 1 équations à n — 1 variables x\ , . . .', x' u . 

Pour préciser davantage, supposons que les équations proposées 

f t =Q % ..., f m = 

ne contiennent pas z et soit 

z 4- a = F (.r„ x„ ..., .r„; a i3 a s , ..., a„) 

une intégrale complète de l'équation f t =. a r Considérons la transfor- 
mation de contact obtenue en partant de la relation 

z «+■ z = r {x i9 »r,, ..., x B ; or*!, j*j, ..., x H ); 

il faudra joindre à cette relation les suivantes 

» ^ F <* F "r a o x 

et ces équations définiront a-j, ..., x«, |i}, ..., p' H en fonction de .Tf, p k . 
Pour avoir j'i par exemple, il faudra éliminer ,rj, ..., x' H entre les 
?i dernières équations; mais cette élimination conduit à la relation 
x[ = f r La première équation du nouveau système sera donc x\ = 0, 
et les autres équations 

f t = o, ..., /; = o 

formeront un nouveau système en involution ne renfermant pas />J. 
Des transformations analogues ont été employées par M. Mayer( ! ) 
pour démontrer la méthode de Lie. 



( 4 > Maycr, Die Lir'schr InttyralioHsmrtkodc ttrr partielle» DifferenlialffleiehungeH enter 9 
Onlnung '{Mithematiscke Annale n y t. VI, p. 1GM92). 
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CHAPITRE XII 

Théorie des groupes. Méthode générale d'intégration (*). 



122. Avant d'aborder la théorie des groupes, résumons les diffé- 
rentes méthodes d'intégration qui ont été établies. Nous supposerons 
désormais que z ne figure pas dans les équations qu'il s'agit d'intégrer. 
Soit 

(1) £ = 0, /; = 0, ..., f m = 0, (moi), 

un système en involution de m équations distinctes. Pour intégrer 
par la méthode de Jacobi et Mayer, il faudra commencer par déter- 
miner h — m fonctions f m +\ y ..., f n des variables x h p ky formant 
avec les précédentes un système en involution de n fonctions distinctes. 
Cela fait, si les équations 

, A = tt P ••■> /* = «- 

peuvent être résolues par rapport àp ly ..., p ny on aura une intégrale 
complète par une quadrature. S'il n'en est pas ainsi, on emploiera la 
méthode suivante qui est, au fond, équivalente à la première et qui 
s'applique à tous les cas ; on déterminera, par une quadrature, une 
fonction û et des fonctions P 4 , ..., V H des variables x iy p k donnant 
lieu à l'identité 

d (: - Q) - P f df t - ... — l\dr* = dz - Pi d*v x — ...~p* d *»> 
et l'intégration sera terminée (§ 111, 117). 



( l i Lie, BegrVRdung einer Invarianten-Theorie der tterttlinni'ji-Tranxformationcn (Miithemn- 
fiHche Annaleuy t. VIII. p. jKj-3UU; ibid., I, XI, p. -W4-£k>). — Théorie der Transformations» 
Il rttppen. zwei 1er Absclinilt, p. 178-&»0. 
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Dans la méthode de Cauchy généralisée (§94), on procède aulreuienl. 
Ou est ramené, en effet, à intégrer le système complet 

(2) .[/p*] = 0, ..., [/«,*]=;0; 
supposons qu'on ait intégré le système complet 

(3) y„*) = o, ..., (/:,«i») = o, 

c'est-à-dire qu'on ait trouvé les 2n — m intégrales du système (2) 
qui ne contiennent pas c. Ce système (2) admettra eu outre une 
autre intégrale qui contiendra nécessairement z 9 et les considérations 
employées au § 111 montrent encore que cette dernière intégrale 
s'obtiendra par une quadrature. Aiusi, abstraction faite d'une quadra- 
ture finale, la différence des deux méthodes peut être caractérisée 
comme il suit. Dans la méthode de Cauclïy, on cherche l'intégrale 
générale du système complet (3), tandis que, dans la méthode de 
Jacobi, on cherche seulement les n — m intégrales de ce système 
qui forment avec /\, ..., f m un nouveau système en involution. 

Les deux méthodes peuvent être considérées, on Ta déjà* remarqué 
plusieurs fois (§§ 69, 96), comme des cas particuliers d'une méthode 
plus générale. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu un système en 
involution dem + fc équations, renfermant le système Ci), 

(4) ^ = 0, ..., f m = 0, / w+ i=0, ..., £+* = (>, 

tel qu'on sache intégrer le système complet 

(3) (fi,*) = 0, ..., (f m +i,*) = 0; 

on aura par une quadrature une intégrale complète des é(|ualions 

et, par suite, des équations (1). Le problème de l'intégration peut 
donc être posé ainsi : Trouver un système en involution de 
m -f- k équations distinctes comprenant les équations (1) 

fi = 0, ..., f m = 0, f m +i = 0, ..., f m + k = 9 (m + k^n), 

et trouver ensuite Vintéyrale générale du système complet 

(/;,♦) = <>, ..., (/L, +k ,*) = o. 
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Si k =0, on a la méthode de Cauchy ; si k = n — m, on a la méthode 
de Jacob i. 

123. Cela posé, imaginons qu'on ait obtenu plusieurs intégrales 
?i» •••> ?a* distinctes de /\, ..., f m , du système complet (3). D'après le 
théorème de Poisson, toutes les parenthèses (ç f , ç fc ) seront des inté- 
grales du même système. Nous pouvons donc toujours supposer que 
les m -f- h fonctions /",, ..., /*„„ ç t , ..., 9* sont distinctes et que les 
parenthèses (?,, 9*) s'expriment au moyen de ces fonctions elles- 
mêmes; car, s'il n'en était pas ainsi, on ajouterait ces parenthèses aux 
intégrales déjà obtenues et on recommencerait les mêmes opérations. 

Plusieurs cas peuvent se présenter. Si h = 2n — 2m, l'intégration 
est terminée immédiatement par la méthode de Cauchy. Supposons 
/k 2n — 2m et admettons de plus, pour fixer les idées, qu'aucune 
des parenthèses (ç 4 , 9*) n'est identiquement nulle. Si h est voisin de 
2n — 2m, il y aura avantage, en général, à terminer l'intégration 
par la méthode de Cauchy. Pour appliquer celle de Jacobi, il faudra 
adjoindre aux fonctions f v ..., f M une des intégrales déjà obtenues, 
9, par exemple, et chercher une intégrale du système complet 

En opérant ainsi, il semble que les autres intégrales ©„ ç„ ..., ç A ne 
servent plus à rien. Il est donc naturel de se demander si on ne 
pourrait pas, sans renoncer à la méthode de Jacobi, profiter de ces 
intégrales pour simplifier davantage l'intégration et quel est le 
meilleur moyen pour obtenir ce but. La réponse à cette question 
nous sera fournie par la Théorie des groupes, qui est due encore 
à M. Sophus Lie. 

124. Soient u â , ..., u n r fonctions distinctes des 2n variables 
ât'u ..., x nJ p i9 ..., 2>n- On dit que ces fonctions forment un groupe 
si toutes les parenthèses (u { , u k ) s'expriment au moyen, des fonctions 
u l9 «,, ..., u r seulement 

(u ; , u k ) = f ik (u„ u â , ..., u r ), (i, ft = 1, 2, ..., r). 

Le nombre entier r est Tordre du groupe. Si toutes les fonctions f a . 
sont identiquement nulles, le groupe se réduit à un système en 



• 
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involution. L'ordre d'un groupe est au plus égal à 2n, de môme que 
Tordre d'un système en involution ne peut dépusser n. 

Toute fonction de u l9 t*„ ..., u r9 telle que F («„ ..., u r ), appartient 
au groupe (u,, ..., u,.). Étant données deux fonctions F («j, ..., u r ) 
et c ï> (u t , ..., u r ), appartenant à un môme groupe, il en est de même 
de la parenthèse (F, <ï>). On a, en effet, 

/w *\ V V* d¥ ^* / \ V V» ^F eJ* r , v 

c*» *) =2 17« ( ^. < w » ♦«<> =2 2 ^ *r à '« <"<> •••' «'>■ 

Il suit de là que, si on considère r fonctions distinctes quelconques 
v X9 ..., v r appartenant au groupe (u f , ..., u r ), ces r fonctions forment 
encore un groupe, puisque les parenthèses (v i9 v t ) s'expriment au 
moyen de u i9 ..., u r et, par suite, au moyen de v i9 ..., v r . Nous ne 
considérerons pas les groupes (« n ..., u,.) et (r p ..., r r ) comme deux 
groupes distincts, mais comme deux formes d'un même groupe. Il 
est clair qukin groupe déterminé est susceptible d'une infinité de 
formes différentes. On remarquera que si un groupe est en involution, 
toutes les formes possibles du groupe seront également en involution. 
Donnons encore quelques définitions. Si les fonctions u t , ..., i/ 5 
d'un grjupe d'ordre p appartiennent à un groupe d'ordre r (n i9 ..., u-, 
iu +l , ..., u r ), on dit que le second groupe contient le premier ou que 
le premier est un sous-groupe du second. Une fonction v est dite en 
involution avec un groupe (u i9 ..., u r ) si on a (t?, «,) = 0, quelle que 
soit la fonction w, du groupe. Plus généralement, deux groupes 
(» n ..., if r ) et (i' t , ..., r 5 ) sont en involution l'un avec l'autre si on a 

(tt„r É ) = 0, (i = l, 2, ...,r; fc=i, 2, ..., p); 

deux fonctions quelconques u 'et v, appartenant respectivement à 
chacun des groupes, seront toujours en involution. De ces définitions 
découlent immédiatement un certain nombre de propriétés dont la 
démonstration n'offre aucune difficulté : 

1° Si on a s fonctions m,, m„ ..., u ê telles que toutes les parenthèses 
(«., tf*) s'expriment au moyen de ces fonctions elles-mêmes, elles 
appartiennent à uu groupe dont l'ordre est au plus égal à $. Ce 
groupe sera d'ordre s si les s fonctions sont distinctes. Pour prendre 
le cas général, supposons qu'il existe q relations distinctes entra 
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ces s fonctions; alors elles, pourront foutes s'exprimer au moyen 
de s — q d'entre elles, soit w t , Uj, ..., u 8 - q , qui seront indépen- 
dantes, et toutes les parenthèses (u i9 u k ) se réduiront elles-mêmes à 
des fonctions de u n ..., w,_ r Donc ces s — q fonctions déterminent 
un groupe d'ordre s — q. 

2° Étant donnés deux groupes G et G r , les fonctions qui appar- 
tiennent à la fois à ces deux groupes forment un troisième groupe. 
En effet, supposons que les deux groupes aient p fonctions distinctes 
communes iu p ..., ti' ? . Toute parenthèse (u\-, w k \ devant appartenir 
à la fois aux deux groupes G et G' , s'exprimera au moyen de to t , .. ., itv. 

3° Toute transformation de contact en jt, p change un groupe 
d'ordre r (u t , ..., u r ) en un nouveau groupe d'ordre r (u[, ..., u r ) et 
chaque parenthèse (w-, tfj) x >» s'exprime au moyen de u[, ..., u' r 
comme (w,, u k ) rp au moyen de u l9 ..., t« r . Soient 

al = X* p' k = P t ., (t, fc = 1, 2, ..., n), 

les formules de transformation, X i9 V k étant des fonctions de x f , ^ 
qui vérifient les relations 

(X i ,X t ) = 0, (X,,P t ) = 0, (X.,P.) = -1, (P f ,P t ) = 0; 

ff p tf. s , ..., te,, se changeant en «J, u[ y ..., «', on a vu qu'un avait 

identiquement 

(a,-, w<).ri> = 0*J, ***)*>'• 
Les relations 

deviennent donc 

(«;, ti[) = /,-*(«;, ..-, ti;). 

En particulier, si f a . = 0, on aura de même (u/, uj) = (§ 1 17). 

125. La théorie des groupes repose sur le théorème suivant qui 
est fondamental : 

Théorème. — Si r fondions distinctes u l% ...,«/,. des 2?i variables 
.r t , ..., ,r n , p l9 ..., p H déterminent un groupe d'ordre r, les r équa- 
tions linéaires 

(6) (tc p /) = 0, ..., (it r ,fl = 

forment un système complet. 
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D'abord ces /• équations sont distinclos. On s\ïst appuyé plusieurs 
fois sur cette propriété qui n'est qu'un cas particulier de la proposition 
démontrée au § 97. D'ailleurs, il est aisé de le vérifier; pour que ces 
t équations ne fussent pas. distinctes, il faudrait que tous les déter- 
minants d'ordre r contenus dans le tableau 






àp» 



àu r âit^ 

âJ^ V dp» 

soient nuls en même temps, ce qui exigerait qu'il y eût une relation 
au moins entre «,, ..., u ry contrairement à l'hypothèse. Posons 

(u t ,f) = A,(f); 



l'identité 



((.»» «*), f) + ((«*, n, «/) + (<f> «■•). «*) = o 



donne 



A, (A, {f)) - A t (A, (f)) = ((«.-, «*), f), 
ou, en remplaçant (u ; , i^.) par sa valeur f it (h,, ..., u r )> 

A,. (A, (/•)) - A, (A, (/)) = ~^ A, (A) + ... + y± K (fi, 
ce qui démontre la proposition. 

Remarque. — La réciproque du théorème est exacte. Si on a r 
fonctions distinctes ? p ..., ©,. des 2n variables ;r„ p k . y pour que les 
r équations 

forment un système complet, il faut et il suffit que les r fonctions ç ; 
déterminent un groupe d'ordre r. En effet, d'après l'identité écrite 
plus haut, toute intégrale de ce système doit vérifier l'équation 

si le système est complet, cette équation doit être une conséquence 
des premières, ce qui ne peut avoir lieu que si (?,., o k ) est une fonction 
de 5> p ? s , ..., ? ,. 
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Les équations (6) admettent 2n — r intégrales distinctes v p t?„ 
..., v*»- n et toute autre intégrale s'exprime au moyen de celles-là. 
D'après le théorème de Poisson, les expressions (v {9 v L ) seront aussi 
des intégrales de (6) et, par suite, s'exprimeront au moyen de v„ ..., 
Vj»_ r . Ces 2n — r fonctions déterminent donc un groupe (i?j, ...,t'j n _r) 
d'ordre 2n — r, dont* toutes les fonctions sont en involution avec le 
groupe primitif. On l'appelle le groupe polaire du premier. Los 
équations 

(1^0 = 0, ..., (,,,._„ /) = o 

forment à leur tour un système complet qui admet les r intégrales 
distinctes u n ..., u r et dont, par conséquent, toutes les intégrales 
s'expriment au moyen de u v .!., u r . Il y a donc réciprocité entre les 
deux groupes (u p ..., tt r ) et (t' t , ..., i> fB _ P ); chacun d'eux est le 
groupe polaire de l'autre. On les appelle pour cette raison groupes 
réciproques. 

Le groupe polaire d'un groupe donné se composant des fonctions 
qui sont en involution avec ce groupe, il est clair que toute transfor- 
mation de contact change deux groupes réciproques en deux groupes 
réciproques. 

126. Une fonction U appartenant à un groupe (u t , ..., u r ) est 
dite une fonction distinguée (ausgezeichnete) de ce groupe, lorsqu'elle 
est en involution avec toutes les fonctions du groupe. Il suit de là 
que les fonctions distinguées d'un groupe sont les fonctions communes 
à ce groupe et à son groupe polaire; deux groupes polaires ont les 
mêmes fonctions distinguées, les fonctions communes à ces deux 
groupes. Soit (v p v„ ..., Vi»_,.) le groupe polaire du groupe proposé 
et F (x, p) une fonction distinguée commune à ces deux groupes; 
F (x, p) pourra s'exprimer comme fonction des u t ou comme fonction 
des v L seulement. Il en résultera donc une relation de la forme 

F (x, p) = U (i« n ..., ti r ) = V (r lv ..., r 2jî _ r ). 

S'il existe m fonctions distinguées, on aura ainsi m relations distinctes 
entre les fonctions des deux groupes 

(7) U ; («,, ..., «,) = V, (r,, ..., *'!„_,.), (i = 1, 2, .... m). 
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Réciproquement, s'il existe m relations distinctes et m seulement 
entre les fonctions de deux groupes polaires, ces relations ont préci- 
sément la forme (7) et les fonctions distinguées sont au nombre de m. 
En effet, les 2n fonctions u i9 ..., u n v t , ..., v fM _ r appartiendront 
alors à un groupe d'ordre 2n — m. Ce groupe d'ordre 2n — m admet 
un groupe polaire d'ordre m, dont toutes les fonctions sont évidem- 
ment distinguées pour le groupe primitif. 

f 

127. Étant donné un groupe d'ordre r, il est important de savoir 
reconnaître combien il renferme de fonctions distinguées. Par défi- 
nition, il existe autant de fonctions distinguées dans le groupe 
(iij, ..., u r ) qu'il y a d'intégrales distinctes du système complet 

(8) (u n /) = 0, ..., (u„fl = 0, • 

qui se réduisent à des fonctions de u l9 ..., u r seulement. Posons 

f=U(u i9 ... 9 u r ), (u„fl = Mfl; 

les équations (8) deviennent 

(9)1 

A - (L) = 55; (w " Mi) + sût, (w "' 1,s) + - + 55; (w "' Ur) = a 

On a ainsi un système de r équations linéaires avec r variables 
indépendantes seulement u l5 ti t , ..., u r , puisque, par hypothèse, les 
parenthèses («,, u L ) s'expriment au moyen de u n u t , ..., u r . Suppo- 
sons que ces r équations se réduisent à r — m équations distinctes, 
par exemple aux r — m premières, 

(10) A t (U) = 0, ..., A P -»(U) = 0; 

les équations (10) forment un système complet. L'identité de Jacobi 
nous donne, en effet, en supposant (t(„ u L ) = f it (« t , ..., u r \ 

A, (A, (U)) - A t (A, (U)) = ^ A, (U) + ... + ^ A, (U), 

et, par suite, le premier membre pourra toujours s'exprimer linéai- 
rement au moyen de A t (U), ..., \- m (U). 
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On aura donc le nombre des fonctions distinguées en cherchant le 
nombre d'équations linéairement distinctes du système (9) ou, ce qui 
revient au même, Tordre des premiers mineurs du déterminant 

| (ttp u t ) (ti. p îO ... (u p H,) 

(u r , «t) K, V ••• O'v^O 

qui sont différents de zéro. Si ce déterminant est nul, ainsi que tous 
ses mineurs d'ordre 1,2, ..., (m — 1), sans que tous les mineurs 
d'ordre m soient nuls, les équations (9) se réduisent à (r — wi) 
équations linéaires distinctes, et le groupe admet m fonctions 
distinguées distinctes. 

Une fois trouvé le nombre m des fonctions distinguées, la détermi- 
nation de ces fonctions elles-mêmes exige l'intégration du système 
complet (10), c'est-à-dire les opérations tw, m *— 1, ..., 2, 1, si on 
applique la méthode de Mayer. Ces opérations se simplifient si on 
connaît déjà jx fonctions distinguées. 

Si le déterminant D n'est pas mil, le groupe ne renfermera aucune 
fonction distinguée. Ce cas ne pourra se présenter si r est impair, 
car D est un déterminant gauche d'après les relations (u i7 te t ) = 0, 
(« 7 , «/.) -h (ttjt, Ui) = 0. Donc, tout groupe d'ordre impair renferme 
au moins une fonction distinguée. 

Soient U t , U„ ..., U m les m fonctions distinguées distinctes d'un 
groupe (t« t , ..., «,.). Quoique la détermination de ces fonctions exige 
en général des intégrations, on peut toujours former un système 
d'équations linéaires 

(11) B l O) = 0, .-, IUf) = 0, 
équivalent au système complet 

(12) (i\,A = o, ..., (U„„fl = 0. 

Soit (r t , ..., r .,„_,.) le groupe polaire du groupe proposé; les équa- 
tions (12) admettent les intégrales «„ ..., u n v v ..., r 2m _ r , qui se 
réduisent à 2n — m fonctions distinctes. Tout système de m équations 
linéaires distinctes admettant les mêmes intégrales sera nécessairement 
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équivalent au système (12). Cela posé, les r équations 
(u f ,/) = 0, ..., (« r ,/0 = O 

admettent les intégrales v i9 ..., r, n __ r , et il en sera de môme de toute 
équation 

(13) a, (ie p /) + ...+ X, (« r , /*) = 0, 

X p ..., X r étant des coefficients quelconques. Cette nouvelle équation 
sera vérifiée pour f = m p ..., f= u„ pourvu que les coefficients >. p 
..., X r vérifient les r relations 

*i K> u d + — + *r (Wr, u,-) = 0, (t = 1, 2, ..., r). 

On a un système de r équations linéaires et homogènes dont le 
déterminant est précisément D. Par hypothèse, ce déterminant est 
nul, ainsi que tous ses mineurs d'ordre m — 1, sans que tous ses 
mineurs d'ordre m soient nuls. On pourra donc trouver m équations 
distinctes de la forme (13) admettant les intégrales u t , ...., «,. Ces 
vi équations 

B t (f) = 0, ..., B m (f) = 

admettent les intégrales t* t , ..., u n v i9 ..., Vi»- r et, par conséquent, 
forment un système équivalent au système (12). 

128. Parmi les formes en nombre infini d'un même groupe, il 
est naturel de prendre pour forme canonique celle pour laquelle les 
parenthèses (te,, u t ) = f ik {u i9 ..., u,) ont les valeurs les plus simples 
possible. Si on considère d'abord un système en involution, toute 
autre forme du même groupe sera également en involution et le 
groupe est réduit de lui-même à la forme canonique. Il suffit donc de 
considérer un groupe différent d'un système en involution. Remar- 
quons d'abord que, si ce groupe est d'ordre r, il renfermera au plus 
r — 2 fonctions distinguées distinctes. En effet, s'il en avait r — 1, 
U p ..., U r _i, on compléterait le groupe en ajoutant à celles-là une 
autre fonction V. On aurait alors les relations 

(U„V)=0, ..., (U r _„V)=0, (U..,U,) = 0, 

et le groupe se réduirait à un système en involution. 
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Prenons donc un groupe^,, ..., w r ) non en involution, et soit u, une 
fonction non distinguée du groupe, de telle façon que Tune au moins 
dos expressions (u l9 u 2 ), ..., (w â , ti r ) soit différente de zéro. On pourra 
trouver une autre fonction du groupe F (i* t , ..., u r ) satisfaisant à la 
condition (t* p F) = 1. En effet, cette condition développée s'écrit 

et on a pour déterminer F une équation linéaire dont le premier 
membre n'est pas identiquement nul. Prenons pour w, une intégrale 
dé cette équation, de telle sorte que l'on ait 

(v„ u,) = i ; 

je dis qu'on pourra compléter le groupe ave? r — - 2 fonctions tij, ..., 
«,'_• vérifiant les relations 

(u t , F) = 0, (u„ F) = 0. 

Si on suppose que F est une siitiple fonction de ii t , ..., ti r , ces 
équations s'écrivent 

/ d¥ , % ÔF , dF A 

+ ("..■0^ = 0; 

elles sont évidemment distinctes et forment un système complet, car 

(u t , (u„ F)) - (u„ (u lf F)) = ((te,, u,), F) = (1, F) = 0. 

Soient uj, ..., ti^-», r — 2 solutions distinctes de ce système formant 
un groupe d'ordre r — 2. Les r fonctions u iy t«„ uj, ..., wj_ t sont 
indépendantes; en effet, toute relation entre ces fonctions contiendrait 
nécessairement u t ou w„ u x par exemple. Soit 

$(u v w„ «;, ..., «,'._,) = 

cotte relation ; on aurait 

dû 
et le premier membre se réduit à — —- • 
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On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donné un groupe (u l7 ..., u r ) non en involution, on pont 
toujours décomposer ce groupe en deux autres : un groupe de 
deux fonctions u v u â , telles que (u n w 2 ) = 1, et un groupe de 
r — 2 fonctions wj, u' î9 ..., tt,'-s> en involution avec le premier (*). 

Poursuivons la réduction. Si u[ 9 t*i, ..., Ur-% est un système en 
involution, le groupe proposé est ramené à la forme canonique 

^p Pi» u i> "") i'r-85 
où Xj = t£ 2 , P t == te p pour laquelle on a les relations 

(p t , x t ) = i, (p lf ni) = 0, (x t , «;) = 0, («;, ni) = 0. 

Si le groupe (u|, wj, ..., wj_ f ) n'est pas en involution, en lui appli- 
quant le même procédé, on le décomposera en deux groupes 

^8? Ps> U \l •••? W r'-4) 

si (uj, ..., «,'_i) est en involution, le système proposé sera ramené à 
la forme canonique 

X p PjjXj, P„ mJ, wj, ..., wJL,, 

pour laquelle toutes les parenthèses seront nulles, sauf (P,, X,) et 
(P t , Xj), qui se réduiront à l'unité. Si (u[, ..., uj_ 4 ) n'est pas en 
involution, on recommencera les mômes opérations, et, en continuant 
ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un système en involution, on voit 
qu'on peut toujours mettre un groupe sous la forme canonique 

A|, I t , Aj, "g, ..., A^, 1 5 , A44.19 ..., A J}J+<Ï , 



(*) Considérons en particulier une équation linéaire (*, /") = 0, où a est une fonction 
donnée de x„ .... j„, p t * *••* fi» et f une fonction inconnue des mémos variables. Les 2« — 2 
intégrales, autres que *, de cette équation forment avec a un groupe d'ordre 2« — 1. Soit or, 
une de ces intégrales: a, no peut-être une fonction distinguée, car les deux équations (*,/l=0, 
(«,, /*) = () auraient 2m — 1 intégrales communes. Par conséquent, on pourra compléter la 
solution avec 2w — 3 intégrales a t , ..., *,„_,, satisfaisant aux relations 

(* |} 8t)-»i, (*i.«»)— 0» .«•! (3f 1t ar.M_o =-0. 

(Voir Mécanique analytique, 3« et 4* éditions. Note de M. Bertrand.) L'application répétée 
du théorème de Poisson aux deux intégrales «, cl F (*,.«,, ...,a, M _ t ) fournira 2 ?r — 2 inté- 
grales distinctes, si la fonction K n'a pas été prise d'une façon particulière. 



Digitized by 



Google 



:îl() LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

X,, P x . étant des fonctions indépendantes telles que toutes les paren- 
thèses (P„ X f ) aient pour valeur l'unité, tandis que toutes les autres 
parenthèses sont nulles. 

Un groupe étant réduit à la forme canonique, les équations qui 
déterminent les fonctions distinguées IT (X t , ..., X 7+Ml , P p ..., P v ) 
prennent la forme 

rJIÏ àïl . 

jp:^ ' oxr ' <•=*•*•■■■' « ); . 

toute fonction distinguée se réduit donc à une simple fonction de 
X, + i, ..., X î+m . La différence entre le nombre des fonctions distinctes 
d'un groupe (2 g -+• m) et le nombre des fonctions distinguées m est 
donc toujours un nombre pair 2g. 

En réunissant tous ces résultats, on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Tout groupe de fonctions peut être ramené à la forme canonique 

V P Y P Y Y 

* Y i> l i> •••> ^8» ^tf» "* Y «+1> "••> **« + »> 

pour laquelle toutes les parenthèses sont nulles, sauf les paren- 
thèses (P,., X t ), gui se réduisent à l'unité. Les fonctions distinguées 
du groupe sont les seules fonctions de X 7 +i, ..., X, +m . 

La différence entre V ordre du groupe et le nombre des fonctions 
distinguées est un nombre pair. 

129. Étant donné un groupe canonique d'ordre 2g + tn<S», on 
peut trouver d'autres groupes canoniques renfermant celui-là, en 
particulier des groupes d'ordre 2n. Prenons d'abord un groupe 

(A) P t , P., ..., P,„ X p ..., X 7 , X, +1 , ..., X 7+M1 , (m > 0), 

renfermant des fonctions distinguées. Supprimons une de ces fonctions 
distinguées, X, +l par exemple, on a un nouveau groupe 

(I») P t , ..., P f/ , Xp ..., X f/ , X r/ + S , ..., \ Q ,.„,, 

dont le groupe polaire renfermera X 9+ i et sera de la forme 

(C) X Î+I ,U„U S , .,.; 
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d'ailleurs, X v+l n'est pas une fonction distinguée du groupe (C), 
puisqu'elle n'appartient pas au groupe (H). On pourra donc trouver 
dans (C) une autre fonction P 7 +i telle que (P 7+ i, X ff+l ) = 4; 
P ï+ i ne peut appartenir au groupe (A), car si on avait 

P»/+i = ç (Pp •••> P 2 ? X 1? ..., X 7+IB ), 

on en déduirait (X^+i, P 7 +i) = 0. Par conséquent les fonctions 

(A) Pj, ..., P ? , P^+i, X 4 , ..., X 5+ i, ..., \ +w , 

forment un nouveau groupe canonique (A)' , renfermant le groupe (A), 
et ayant une fonction distinguée de moins. 

En répétant les mûmes opérations sur le groupe (A) r et ainsi de 
suite autant de fois qu'il est nécessaire, on voit que tout groupe cauo- 
nique est renfermé dans un autre groupe canonique qui n'admet 
pas de fonctions distinguées. 

Prenons un groupe de cette espèce 

P P P \ Y ■ 

en lui ajoutant une fonction \ I+ i du groupe polaire, on a un nouveau 
groupe renfermant une fonction distinguée 

que Ton peut compléter en ajoutant une fonction P, /+ i, de faron à 
avoir un groupe canonique de 1q -H 2 termes 

sans fonction distinguée. En continuant ainsi, on arrivera à un groupe 
canonique de 2 h termes 

I> P V Y 

1 1* •■•> * «J **iï •••> ^n" 

Donc, éfanf donne un groupe canonique quelconque 

oji ji^iei toujours trouver d'autres fonctions P„+i, ..., P,„ X v+M , + J , 
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..., X n telles que les fonctions 

forment un groupe canonique de 2n termes. 

130. Les résultats du paragraphe précédent permettent de résoudra 
une question qui est très importante dans la* théorie des groupes. 
Étant donnés deux groupes de r fonctions («,, ..., u r ) et (v i9 ..., v r ), 
dans quels cas peut-on passer de l'un à l'autre par une transformation 
de contact? En termes plus précis, que faut-il pour qu'il existe une 
transformation de contact changeant u t , ..., u r en de nouvelles 
fonctions u? t , ..., w r1 qui s'expriment au moyen de i» f , ..., v r ? 

Il est évident d'abord que toute transformation de contact ne change 
pas le nombre des fonctions distinguées d'un groupe. Par conséquent, 
le problème ne sera possible que si les deux groupes ont le même 
nombre de fonctions distinguées. Cette condition nécessaire est 
d'ailleurs suffisante. En effet, soit 

un groupe d'ordre r = 2q 4- m, avec m fonctions distinguées. Nous 
venons de voir qu'il existe toujours d'autres fonctions P g +i> •••» Pin 
X f+w + i, ..., X„, telles que 

P P \ V 

soit un groupe canonique. On aura donc les relatious 

(X;,X,) = 0, (X„P*), = 0, (P.-,P*) = 0, (P rt X l ) = 4 f 
(t, k = 1, 2, ..., n); 

par suite (g 112), on pourra trouver une autre fonction Q (x i9 p k ), 
telle que les formules 



„! 



q, .r;=x ;> P ' k = v» 



définissent une transformation de contact. Par cette transformation, 
le groupe considéré sera ramené à la forme 

Pu .»•> p q ) J-'iy ..., a' 7 + m ; 

tout autre groupa du mémo ordre, ayant le mente nombre m de 
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fonctions distinguées, pourra être ramené à cette même forme par 
une autre transformation de contact et, par conséquent, on pourra 
passer de l'un à l'autre par une transformation de contact. 

Donc, les seuls invariants d'un groupe relativement à toute 
transformation de contact sont l'ordre du groupe et le nombre 
des fonctions distinguées. 

131. Tout groupe à 2g -j- m termes, renfermant m fondions 
distinguées, pouvant être ramené à la forme canonique 

*i> •••; " tf > ^i> •••> ^qi ^fl + l> ••') -% + m» 

contient un système en involution d'ordre q + m, le système X t , 
..., X q + m . D'ailleurs, il ne peut contenir de système en involution 
d'ordre supérieur à q 4- m. Soit, en effet, <I> t , ..., <In un sous-groupe 
en involution du groupe proposé; on a vu plus haut qu'on pouvait 
trouver d'autres fonctions X m+Ï+1 , ..., X H , P ï+ i, ..., P* formant avec 
le premier groupe un groupe canonique 

P P X K 

Les fonctions 

4> 4 , ..., 4\, Xm+9 + l) -., X» 

formeront un système en involution dont Tordre sera v 4- n — q — m. 
On a, par conséquent, 

•/ 4- n — q — m ^ n, d'où v ^ q •+■ ru. 

Remarque. — Si l'ordre d'un groupe est supérieur à n, il est facile 
d'avoir une limite supérieure du nombre m. Soit r l'ordre d'un 
groupe G, 

r = <2q -+- m = n -h k ; 

G contient un système en involution d'ordre m H- q. Donc, ou a 

m + 7 ~ », ou 2m 4- 2'/ ^ 2n, 

et, par suite, en retranchant les deux relations, 

u\ < n — /c. 

Indétermination d'un système en involution d'ordre maximum m 4- tf, 
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contenu dans un groupe d'ordre 2q + m avec m fonctions distinguées, 
exige, en général, des intégrations. Soit (m,, ..., it iq + M ) le groupe 
proposé. On commencera par déterminer m fonctions distinguées U t , 
..., U m , ce qui exige les opérations m, m — 1, ..., 3, 2, 1. Prenant 
ensuite une autre fonction non distinguée du groupe, u t par exemple, 
l'équation linéaire 

K,F) = 0, 

où on remplace F par une fonction de w p ..., u 2q + m , est une équation 
linéaire à 2<y H- m variables, dont on connaît m -4- 1 intégrales u i9 
Up ..., U,„. On aura une nouvelle intégrale w 9 par une opération 
d'ordre 2q — 2. On considérera ensuite le système complet 

(u t ,F) = 0, (u? f ,F) = 0, 

dont on connait m -h 2 intégrales u v %v fy U n ..., U Ml , et ainsi de 
suite. En résumé, on aura un système en involution d'ordre q + m, 
contenu dans le groupe proposé, par les opérations 

m, m -1, ..., 3,2,1; 2? - 2, 2q - 4, ..., 4,2. 

132. Arrivons maintenant à l'objet essentiel de ce chapitre. Soit 

(ii) f t = C t , ..., f, = C, 

un système en involution, qu'il s'agit d'intégrer; supposons que l'on 
ait obtenu, par un moyen quelconque, un certain nombre d'intégrales 
/' / + i, ..., f n différentes de f i9 ..., f fJ , du système complet 

Par exemple, s'il s'agit d'une équation unique f L = 0, provenant 
d'un problème de mécanique, les principes généraux de la mécanique 
feront souvent connaître un certain nombre d'intégrales, autres que /*,, 
de l'équation linéaire (f t , f) = 0. Comment peut-on utiliser ces inté- 
grales connues, pour simplifier l'intégration du système en involution 
proposé ? 

Ou peut toujours supposer que l'application du théorème de Poisson 
à deux quelconques des intégrales f q + l9 ..., f r ne donne pas d'iutégrale 
distincte de /\, ..., f r . S'il n'en était pas ainsi, on ajouterait les 
nouvelles intégrales ainsi obtenues aux anciennes, et ainsi de suite. 
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Il suflil doue d'examiner le cas où les r fonctions f„ ..., f qy ..:, f r for- 
ment un groupe. Si Tordre r est égal à 2n — g, on a immédiatement 
l'intégrale générale du système complet (15) et il suffira d'une quadra- 
ture (§ 122) pour avoir également l'intégrale générale du système 
en involution (1-4). Nous supposerons, par conséquent, r < 2n — q. 
Le groupe (/\, ..., f v , .... f r ) contient les q fonctions distinguées 
f v ..., f g , mais il peut en contenir d'autres. Pour plus de généralité, 
nous supposerons que ce groupe contient en outre m fonctions 
distinguées, distinctes de f tJ ...,/^(m^0). On a vu plus haut (§127) 
comment on pouvait toujours déterminer le nombre entier m par des 
calculs élémentaires. On aura alors 

r = j+Mi + 2v, v ^ 0. 

Ce groupe contiendra un système en involution d'ordre q •+■ m -\- v 

fi9 •••> fqy Qi> •••> Q M9 \V P ..., VV/, 

et, si on peut déterminer ce système, l'intégration du système en 
involution proposé sera ramenée à l'intégration d'un nouveau système 
en involution de (q 4- m -+• v) équations, problème qui est évidem- 
ment plus simple que le proposé et qui n'exige que les opérations 

2n — 2q — 2m — 2v, 2n — 2 — 2? — 2m — 2v, ..., 4,2, 

et une quadrature, si on emploie la méthode de Jacobi et Mayer. 

133. C'est une circonstance de ce genre qui se présente dans le 
problème des trois corps. Supposons, pour simplifier, que l'un des 
corps soit fixe. On est alors conduit à une équation aux dérivées 
partielles de la forme 

II (.r p ... f a^pp ...,70 = ff, 

et le principe des aires fait connaître trois intégrales F t , F,, F a de 
l'équation linéaire (H, F) =0. Ces trois intégrales forment un groupe, 
car on a les relations 

(F„ F,) = F„ (F,, F,) = F„ <F„ F,) = F, ; 

ce groupe étant d'ordre 3, sans être en involution, ne peut contenir 

C. Lrfonx. il 
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qu'une fonction distinguée. Pour l'obtenir, nous avons à considérer 
les trois équations 

< F -*>= F 'jF,- F 'dF;= ' 

(F 1 ,<I.) = -F s - + F, JFj = 0, 

qui se réduisent à deux équations distinctes et qui admettent l'inté- 
grale commune 

*=F[ + F* + FJ. 
Les trois équations 

H = a, F t = b, F\ + FJ + F* = c 

forment alors un système en involution et l'intégration d'un pareil 
système par la méthode de Jacobi et Mayer n'exige que les opéra- 
tions 6, 4, 2, et une quadrature. 

On arrive à un résultat tout pareil dans le cas général, où aucun 
des corps n'est supposé fixe (*). On a alors une équation du premier 
ordre à neuf variables 

H (j f , ..., x 99 p l9 ..., p 9 ) = a, 

et les théorèmes généraux de la mécanique fournissent 8 intégrales 
distinctes de l'équation linéaire (H, F) = 0. Ces intégrales forment 
un groupe qui contient deux fonctions distinguées et qui renferme, 
par conséquent, un système en involution d'ordre 5. Les intégrations 
nécessaires pour déterminer ce système peuvent être effectuées et, 
en ajoutant l'équation H = a, on est conduit à un système en 
involution de six équations. Les opérations qu'il faudrait faire pour 
achever le problème' sont donc du môme ordre que dans le cas 
particulier examiné d'abord. 

134. Au lieu de déterminer le système en involution d'ordre 
q -h m 4- v contenu dans le groupe (f p ..., f q , ..., f r ), on obtient 



(») Lie, Hathcmalische Annalcn, t. VIII, p. 283. 
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des simplifications équivalentes en déterminant simplement les 
m fonctions distinguées, autres que /i, ..., f r Soient Q 4 , ..., Q m ces 
m fonctions distinguées et <t> 4 , ..., <ï> r , les 2v fonctions qui complètent 
le groupe 

Considérons le système complet 

{f v = 0, ..., (f„f) = o, (Q lf fl = 0, ..., (*,.„/•) = o, 

dont on connaît m + g intégrales /*,,..., Q m ; on en obtiendra une 
autre /* 2+l par une opération d'ordre 2n — 2 m — 2q — 2v. Cette 
fonction /", + i n'appartiendra pas au groupe, car elle serait une 
fonction distinguée dans ce groupe, c'est-à-dire une fonction de 
fv •••> /*> Qn •••> Û M et, d'après la façon dont on opère, il ne pourra 
pas en être ainsi. On sera alors ramené à intégrer un système en 
involution 

/i = Cj, ..., f q =C q9 /i+i=C 2 +i, Û l = C 1 , ..., Q m = C m , 

connaissant les 2v solutions <I> t , ..., <lv, du système complet 

<A>fl = o, ..-, (/;+«, fl = o, (o t ,/) = o, ..., (<W) = o. 

Nous opérerons de la même façon que tout à l'heure en considérant 
le système complet 

(/pfl = 0, ..., (/; +lf f) = 0, (Q l ,/ i ) = 0, ..., (<W) = 0, ' 

dont on connaît wi + ^ + 1 intégrales. On en trouvera une autre 
par une opération d'ordre 2?i — 2m — 2g — 2v — 2. En continuant 
ainsi, on arrivera, par une opération d'ordre 2, à un système en 
involution 

/;.= (), ..., fr = 0, Q,=0, ..., Q, H = 0, jjl=h-im-v, 

connaissant les 2v solutions «1> P ..., «I 1 ,., du système complet 

(/•„f) = 0, ..., (fr,fl = 0, (Q t ,/) = 0, ..., (0«,fl = 0. 

L'intégration de ce système n'exige plus qu'une quadrature. 
En résumé, pour intégrer un système en involution 

f\ = Cj, ..., /*, = C,„ 
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connaissant 2v -4- m intégrales des équations (f i9 f) = 0, qui 
forment avec f v ..., f q un groupe possédant, outre /j, ..., f qy 
m fonctions distinguées, la méthode précédente cxigclcs opérations 

m, m — 4, ..., 3,2,4, 
2n — 2g — 2ro — 2v, 2n — 2 — 2g — 2m — 2v, ..., 6,4,2. 

La méthode de Cauchy généralisée exige les opérations 

2n — 2q — m — 2v, 2n — 2</ — m — 2v — 1, ..., 3,2,4. 

Considérons en particulier le cas d'une seule équation 

f t (acj, ..., x m , p v ..., p H ) = C 1? 

et soient * f , . . . , <I> 2 v + m des intégrales connues de l'équation (f t ,/) = 
qui forment avec f t un groupe renfermant m fonctions distinguées 
.sans compter f x . On a plusieurs cas à distinguer, suivant que le 
nombre 2v + m est inférieur ou supérieur à n. 

1° Soit 2v + m < n — 4; on aura aussi m <: n — 4 et, par 
conséquent, 

2v + 2w<2n — 2. 
Les nombres 

m, m — 4, ..., 3,2,4, 
2n — 2 — 2v — 2m, 2n — 4 — 2v — 2m, ..., 

seront respectivement plus petits que les nombres 

2» — 2 — 2v — m, 2n — 3 — 2v — m, ..., 3,2,4; 

la nouvelle méthode est plus simple que celle de Cauchy. 

2° Soit 2v + m = n — 4 ; si v = 0, les fonctions /\, <I\, ..., *,_i 
forment un système en involution et l'intégration est terminée immé- 
diatement par la méthode de Jacobi. Si v > 0, on aura m < n — 3, 
2v + 2m£ 2n — 4 et, par suite, 2n — 2v — 2m — 2 > 0. La 
méthode est encore plus simple que celle de Cauchy. 

3° Soit 2v + m^ n. On verra encore que la nouvelle méthode 
est plus simple que celle de Cauchy, à moins que l'on n'ait 

2 n — 2v — 2m — 2 = 0; 

dans ce cas, le groupe (f v «Pp ..., '!**> + ».) contient un système en 
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învolution d'ordre v -+■ m -f- 1 = n et nous verrons plus loin qu'il 
suffit alors d'une quadrature pour achever l'intégration. 

135. Les méthodes précédentes supposent que l'on a déterminé 
préalablement les fonctions distinguées du groupe (f v ..., f, n ..., f t ). 
M. Lie est revenu sur ce sujet dans le tome XI des Mathematiachc 
Annalen, et a montré que celte détermination n'était pas nécessaire. 
La méthode générale à laquelle il est parvenu ainsi parait atteindre 
le plus grand degré de simplification possible. Nous établirons 
d'abord un certain nombre de propositions préliminaires. 

Soient Z, X 4 , ..., X.,, P t , ..., P m 2m -H i fonctions quelconques 
des 2n + l variables indépendantes c, x\, p k > dont les différentielles 
satisfont à la relation 

(16) d7s — P i d\ l ^...^P u d\ m = ? (dz^p l dx l ^...-p m dx m ) f 

où p est une fonction des variables c, x h p k qui n'est pas nulle. Le 
nombre entier m ne peut être inférieur à n, car, si on a entre les 
variables z y x h p k les m ■+- i relations 

Z = a, X i =za v ..., X m = a m9 

où a, a v ..., a M sont des constantes quelconques, on aura entre les 
différentielles la relation 

dz — p t dx t — ... — p m dx m = 0, 

ce qui exige (§ 89) qu'il y ait au moins n ■+■ 1 équalions distinctes 

entre les variables. On a examiné en détail, dans le chapitre précédent, 

le cas où m = n. Supposons maintenant m 5^ n. Quelques-unes des 

démonstrations données au § 103 subsistent sans modification. Ainsi, 

en supposant que les différentielles dz, dx iy ..., dx n soient liées par 

la relation' 

dz — p t dx t — ... — p K dx a = 0, 

on aura d'abord 

/ __, dX t - _ dX, dX 4 - , dXi 

. rfX.m — dx t + ... 4- — dx A + — - dp i -h... + — -dp n , 



, 



dx t dx. * dp t dp H 



(17 JD dP,, dP.._ dP { . dP, , 

>)d? i = — dx l + ... + -r—dx„ + —dp l +... + — dp,, 
I dx, l dx. àp t àp H 

\ (i=l, % ...,ni). 
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On démontrera ensuite, en reprenant les calculs qui ont été faits à 
la page 270, que Ton a encore 

p dx,.— _ l dX t — _-* dp + ... 4- —il 1 dX w — —^ dP m , 

« étant une fonction quelconque de c, a? p*, si on remplace dx iy 
dpi par les valeurs précédentes dans la formule qui donne du 

du , du , du _ di* , 

du = «r— aa;, + ... 4- -= — aa? n -f- - — dp. + ... -f- -r— d» a , 
d*i <**« dPi ^ 

il vient 



(19) 



( p du = [P„ u] dX, + ... + [P M> u] dX„ 

( - [X„ u] dP t - ... - [X., «] dP... 



Si m est plus grand que n, les 2m fonctions X„ P fc ne sont plus 
indépendantes et on ne peut pas conclure de cette relation que les 
crochets [X„ XJ et les analogues soient nuls en général. 

136. Considérons maintenant une identité de la forme 
(20) dU + F^-*-... +F r df r = p i dx l + ...+p n dx n (r>n), 

où U, F t , f k sont des fonctions des 2n variables x l9 ..., x H9 p t > ...,p». 
Cette identité peut se ramener à la forme (16) en l'écrivant 

d(* — U) - F t d/; — ... - F r df r =dc -p, dx t - ... -p.da?., 

et les formules (18) et (49) deviennent ici 

et 

H9Y < d " = (F " W) rff ' + " , + (F » M ) d/? ' 

^*M - (A, u) dF, -...-(/•„ «) dF r , 

t< étant une fonction quelconque des variables x i9 p fc . 
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Les équations (18)' prouvent que, parmi t les 2r fonctions F { , f k > il 
y en a toujours 2n d'indépendantes. S'il n'en était pas ainsi, tous les 
déterminants d'ordre 2n contenus dans le tableau rectangulaire 

d¥ t df t dF r âf r 



d 2i, <!A 

àx n dx n 



tir, d A 
dx* Pas- 



seraient nuls, et des relations (18)' on pourrait déduire une relation 
linéaire entre les différentielles dx iy dp ky ce qui est évidemment 
impossible, puisque les variables x { , p k sont indépendantes. Nous 
supposerons de plus, ce qu'on peut toujours faire, que les fonctions 
f l9 ..., f r sont distinctes. 
Cela posé, on a le théorème suivant : 

Si on a une identité de la foivne 

(20) rfU + F t df x + ... + Y r df r = p t dx t + ... + p n dx n , 

i 

où f v ..., f r sont r intégrales distinctes du système complet 

(24) (f v f)=0, ..., (/;,r)=0, où (Ti,r*)=0, (i,fc=4,2,...,g), 

F î+1 , ..., F r donnent les autres intégrales de ce système complet 
et on a les relations 

(22) K, 8 -U]=0, ..., \f q ,z-U] = 0. 

Si dans l'identité (49)' nous remplaçons u par f v il vient 

dfi = (F„ fd df t + (F„ Q df t + ... + (F r) f x ) df r , 

et, puisque par hypothèse les fonctions f v ..., f r sont indépendantes, 
on a les relations 



(F„ fù = i, (T..F,) = 0, 



(f„F r ) = 0. 



En remplaçant de même u par /",, ...,/,, on en conclut que F ff+ i, 
..., F r sont des intégrales du système complet (21). D'un autre côté, 
parmi les 2r fonctions F / fc , il y en a toujours 2n d'indépendantes; 
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donc, parmi les fonctions /\, ...,/*,., F 5 +„..., F r , il y en aura toujours 
2n — q d'indépendantes. Elles donneront, par conséquent, l'intégrale 
générale du système complet (21). 

Pour obtenir les formules (22), remarquons que l'identité (20) 
équivaut aux 2 n relations 

<k = i,%...,n), 

(24) O^VF^H-^. 

et d r k à Pk 

Remplaçons - — > - — par leurs valeurs tirées de ces formules dans 

\f„ z - U] -^ ft ^ -2 fe ^ ~ ^ ^J' 

on trouve 

[A, s -U] =2 F,- (A, /•,.) = (), 

et on voit de même que Ton aura 

l/„r-U] = 0, ..., fr, 5 -U]=:0. 

137. Nous avons encore besoin de connaître la solution du problème 
suivant: Étant données r fonctions f lt ..., f r des variables x iy p L . y 
telles qu'il existe d'autres fonctions F t , ..., F r , U, donnant lieu avec 
les précédentes à l'identité (20), comment obtiendra-t-on ces nouvelles 
fonctions U, F t , ..., F r ? 

Prenons pour nouvelles variables indépendantes f t , ... , f r et 2n — r 
quantités t^, t/ 2 , ..., u iH _ r , formant avec /i, ..., /' r un système de 2n 
fonctions distinctes. La relation (20) devient 

(25) { ±1 '- 1 ' J* 64 "^ . 

=2™+2Î>+2^ 
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et elle peut être remplacée par les 2n relations 

Des formules (26) on déduira U par une quadrature, en supposant, 
bien entendu, que le problème soit possible, et on aura ensuite F l5 . . . , F r 
au moyen des formules (27). Remarquons qu'on peut toujours ajouter 
à U une fonction arbitraire de ft, ..., f r ; ce qui était évident a priori. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Soient f iy ..., f r des fonctions connues de a? 4 , ..., x n , p v ..., p„, 
telles qu'il existe une relation de la forme 

(20) dU + F t df % + ... 4- F r df r = Pi dx t + ... -H p, dtt„; 

U s'obtient par une quadrature, et on a ensuite F,, ..., F r par des 
différentiations seulement. 

138. L'application de ces résultats aux équations aux dérivées 
partielles conduit à l'important théorème ci-dessous. 

Théorème. — Soit 

(28) a=c„ .... n = c, 

«n système en involution, et soient f v ..., f n ..., /*,., r intégrales 
distinctes du système complet 

(29) (/l,r)=0, ..., (A,/) = 0; 

s'ti existe d'autres fonctions F n ..., F r , U, teMes gue Ton ait 
Ja relation (20), l'intégration du système (28) n'exige qu'une 
quadrature. 

En effet, nous venons de voir qu'on aura par une quadrature les 
fonctions U, F t , ..., F r . Les fonctions /\, ..., /,, F f+ i, ..., F r donne- 
ront l'intégrale générale du système complet (29) et U sera une 
intégrale des équations 

(/„s-U]=0, ..., f/;,r_U] = 0; 
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on aura donc 2n — g 4- 1 intégrales distinctes du système complet 

et la méthode de Caucliy généralisée (§ 94) nous fournira par des 
éliminations une intégrale complète du système en involution (28). 
Ce théorème donne une réelle importance à la question suivante : 
Connaissant les r intégrales f if ..., f q , ..., f r du système com- 
plet (29), comment reconnaître si on peut trouver d'autres fonc- 
tions F t , ..., F r , U, telles que Ton ait la relation (20)? Nous suppo- 
serons que l'application du théorème de Poisson aux intégrales 
connues ne donne pas d'intégrales nouvelles, c'est-à-dire que les 
fonctions f iy ...,/*„ ...,/). forment un groupe. Pour qu'il existe une 
relation de la forme (20), il faut et il suffit que ce groupe renferme 
un système en involution d'ordre n. 

D'abord, il est clair que la condition est suffisante; en effet, si elle 
est remplie, le groupe (/i, ..., f v ..., f r ) peut être ramené à la forme 
canonique (§ 128) 

P P \ \ 

et on a une relation de la forme 

p t dx i 4- ... 4- p H dx n = Q t dX t 4- ... 4- Q* dX n 4- dX; 

comme X f , ..., X n sont des fonctions de f iy ..., f r} cette relation peut 
aussi s'écrire 

Pl dx, + ... 4- p n dx n = l\ df t 4- ... 4- F r df r 4- dV. 

Inversement, si on a une identité de la forme (20), les fonctions f t , 
..., f r engendrent un groupe qui renferme un système en involution 
d'ordre n. Soit 

P t , ...,P p , X p ...,X a , (g^a^n), 

la forme canonique de ce groupe ; la relation (20) pourra s'écrire 

JFft, dx k =2 A, dXi +2 B < dp < + dY - 

kmml t»l l*=l 

On peut trouver d'autres fonctions Pp+i, ..., P B , X a +i, ..., X„ telles 
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que le groupe 

soit un groupe canonique et on a par conséquent 

2 Pt dx k = P t dX t + ... + P. dX. + dW. 
En retranchant les deux identités membre à membre, il vient 
2 P, dX, =2 A.- rfX, +2 B, IIP, + d (V - \V); 

i— 1 i — l' i.l 

or, une telle identité est impossible, si a < n. Car, en prenant X t , 
..., X n , P 4 , ..., P» pour variables indépendantes, on aurait les deux 
équations incompatibles 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, qui n'est qu'une 
autre forme du théorème précédent : 

Étant donné un système en involution 
si on connaît r intégrales /i, ..., /' 7 , ..., £ du système complet 

(f t , O = o, .... (/;,n = o, 

formant un groupe qui renferme un système en involution d'ordre 
n (ce qu'on peut toujours reconnaître par des opérations élémen- 
taires), l'intégration du système en involution proposé se ramène 
à une quadrature. 

139. La proposition de Jacobi sur le dernier multiplicateur n'est 
qu'un cas particulier de ce théorème. Soit f t = C t une équation 
unique; l'équation linéaire (f v f) = admet, outre f v 2n — 2 inté- 
grales distinctes. Supposons qu'on ait obtenu toutes les intégrales, 
sauf une, et qu'on ne puisse obtenir cette dernière intégrale par 
l'application du théorème de Poisson; alors les intégrales connues 
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A> /i» •••» /*»-» forment un groupe d'ordre 2n — 2 dont la forme 
canonique sera 

P f , ...,P §1 X P ...,X„ (a + & = 2n-2); 

comme le groupe contient une fonction distinguée /i, g sera inférieur 
à a et on aura forcément a = n. Les intégrales X p ..., X x formeront 
donc un système en involution d'ordre n. Par conséquent, d'après 
le théorème précédent, on pourra obtenir la dernière intégrale de 
l'équation (f ti f) = par une quadrature. 

La proposition précédente va même plus loin que la théorie de 
Jacohi. En effet, une quadrature unique nous donne à la fois une 
intégrale complete.de l'équation f t = G t et la dernière intégrale de 
l'équation (f ti f) = 0. En employant le dernier multiplicateur, une 
fois la dernière intégrale de l'équation (f t > f) = obtenue par une 
quadrature, il faudrait encore une quadrature pour avoir une inté- 
grale complète de l'équation f x = C t . 

140. Voici maintenant comment on pourra se servir des intégrales 
connues pour simplifier l'intégration. Soit toujours 

(28) A = C t , ..., f f = C 

le système en involution proposé, et soient /\, ..., f q9 /^ +1 , ..., f r les 
intégrales connues du système complet 

(29) (A>0 = o, -, <f„f) = 0; 

nous supposons que ces intégrales forment un groupe qui admet, 
outre f l9 .... f g , m fonctions distinguées Q t , ..., û fll , d'ailleurs incon- 
nues. On a vu plus haut (§ 127) comment on pouvait obtenir, par les 
calculs les plus élémentaires, un système d'équations linéaires 

(30) B,(0 = 0, ..., B,(fl = 0, ..., B,. +B (ft = 0, 
équivalent au système complet 

(31) (f„fl=0, ..., (f v f) = 0, (Ûp/) = 0, ..., (Q„,fl=0. 
Il suffira, par exemple, de poser 

b,(0 = (A./)> -, *,<f) = <f t ,f), 
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et de former ensuite les équations de la forme 

Xi(fc+i>O+..- + *r-,(f r ,fl==0, 

qui admettent les intégrales /* 7+1 , ..., f r . Il existe m équations dis- 
tinctes seulement satisfaisant a ces conditions; on les prendra pour 

B, + i(f), .-,«,+« (/)• 

Le système (30) ainsi obtenu admet les r intégrales f v ..., f q , ..., f r \ 
on en obtiendra une nouvelle intégrale par une opération d'ordre 

2n — q — m — r, 

ou, en remarquant que la différence r — q — m est un nombre 
pair 2v, par une opération d'ordre 

2n — 2g — 2m — 2v. 

Soitô t une intégrale du système (30); deux cas peuvent se pré- 
senter. L'abord, il peut arriver que les fonctions /* t , ..., f q , ..., f n ô L 
forment un groupe; les fonctions f t , ..., f q> Û l , ..., û m seront des 
fonctions distinguées de ce groupe et, comme la différence r -h 1 
— q — m n'est pas un nombre pair, ce groupe admettra une fonc- 
tion distinguée de plus Q w +i (*). On est donc conduit à un problème 
de môme forme que le premier, les nombres r et m étant remplacés 
par r 4- 1 et m -h 1. On formera comme tout à l'heure un système 
complet 

B,(/) = 0, ..., B, l+n+l (f) = 0, 

équivalent au système 

(A, D = o, ..., (/;,/) = (>, (o 1 ,/) = o, ..., (O m+I ,o=:0, 

dont on connaît r + 1 intégrales; la recherche d'une nouvelle inté- 
grale exigera une opération d'ordre 

2>i — r — i — q — m — i = 2n — 2q — 2m — 2v — 2. 

L'ordre de cette opération est, comme on voit, inférieur de deux 
unités à l'ordre de la première. 



i*i Le nouveau groupe ne peut contenir plus de t»« + J) fonctions distinguées D'après la 
façon même dont on calcule le nombre des fonctions distinguées d'un groupe, on voit, en 
effet, que, si un groupe- d'ordre /contient m fonctions distinguées, un sous-groupe d'ordre 
r — q en contient m — q. 
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Il peut arriver que les fonctions f i9 ...., f„ ù t ne forment pas un 
groupe. Alors l'application du théorème de Poisson nous donnera 
d'autres intégrales 6„ ..., ^. Dans le groupe ainsi obtenu (f v ..., f r , 
^n •••> <W les fonctions /j, ..., f qy Q t , ..., û w sont des fonctions 
distinguées, mais il peut y en avoir d'autres Q m +i, ..., Q w + m '- Le 
problème a encore repris la forme primitive, sauf que r et m sont 
remplacées respectivement par r + « et m + m', L'opération sui- 
vante sera d'ordre 

2n — ()• -f- s) — (q + m + m'), 

et, comme s est au moins égal à 2, cet ordre est inférieur d'au moins 
deux unités à celui de la première opération. On venu de même que 
l'ordre de la troisième opération sera inférieur d'au moins deux 
unités à celui de la seconde, et ainsi de suite. 

Supposons que de cette façon on ait obtenu assez d'intégrales 
(/i, ..., fy) pour que le système complet 

(/i, O = o, ..., (f q ,f) = o, (Q„o = o, ..., (£W) = o 

où O t , ..., Qj* sont les fonctions distinguées, autres que f v ..., f q > du 
groupe (/j, ..., /p), n'admette pas d'autres intégrales que f v ..., f s . 
On aura dans ce cas 

Sn = g + ;j. + p, 

ou, en posant p — g — ;a = 2 1, 

U = </ -f- \L -h t. 

Le groupe (f p . .., /i) contient alors un système en involution d'ordre n 
et, d'après le théorème général démontré plus haut, l'intégration du 
système (28) n'exige plus qu'une quadrature. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné un système en involution 

« 

si o/t connaît r intégrales /i, ..., f r du système complet 

(A, /•) = <), ..., (f ty f) = o, 

formant Un groupe qui admet, outre /\, ..., f, n m fonctions distin- 
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guées inconnues, V intégration du système en involution proposé 
n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opérations 

2h — q — m — r, 2n — q — m — r — 2, ..., 6, 4, 2, 

et une quadrature. 

Toutes ces opérations sont d'ordre pair et l'ordre diminue 
d'au moins deux unités quand on passe d'une opératioyi à la 
suivante. 

141. Pour donner un exemple, supposons que Ton ait une équation 
unique 

f (x n ..., x 10 , p v ..., p 10 ) = C p 

et que Ton connaisse 7 intégrales <p t , ?„..., ç T de l'équation (f 7 9) = 
formant avec f un groupe d'ordre 8. Plusieurs cas sont à dis- 
tinguer : 

1° Ce groupe admet, avec/*, une autre fonction distinguée; l'inté- 
gration exige alors les opérations 

40, 8, 6, 4, 2; 

2° Le groupe renferme 4 fonctions distinguées. On a à effectuer 
les opérations 

8, 6, 4, 2; 

3° Le groupe renferme 6 fonctions distinguées. Les opérations 
nécessaires sont d'ordre 

6, 4, 2; 

4° Enfin, si le groupe est en involution, l'emploi de la méthode de 
Jacobi exige les opérations 

4, 2. 

L'emploi de la méthode de Cauchy, combinée avec le dernier multi- 
plicateur, nécessiterait les opérations 

11, 10, 9, 8, ..., i, 3, 2, 

et deux quadratures. 
Supposons encore que l'on connaisse 8 intégrales o l9 ..., ?,, de 
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l'équation (/*, o) = 0, formant un groupe avec f Tous les cas possibles 
sont résumés dans le tableau suivant : 

OPÉRATIONS. 



Le groupe contient 1 fonction distinguée 


10, 8, 6, 4, 


<2 


_ 3 — 


8, 6, 4, 


2 


— 5 — 


6, 4, 


2 


— 7 — 


4, 


o 


— 9 — 




2 



Remarque. — On voit, sur cet exemple, que la connaissance de 
8 intégrales de l'équation (/', 9) = ne donne pas de plus grandes 
simplifications que la connaissance de 7 intégrales seulement. C'est 
là un fait général, que l'on vérifiera bien aisément d'après les 
développements qui précèdent : si on connaît toutes les solutions, 
sauf 2 m + 1, du système complet 

(Uf) = o, ..., (f t ,f) = 0, où (fi,/i) = 0, 

le problème de Vintégration n'est pas plus difficile que si on 
connaissait toutes les solutions, sauf 2m. 

142. Équations homogènes. — Nous allons maintenant nous 
occuper des équations homogènes et de degré zéro par rapport aux 
variables p l7 ..., p n . Ce cas particulier est important à considérer, 
car il se présente toutes les fois que l'on a des équations du premier 
ordre dont on fait disparaître la fonction inconnue par l'artifice de 
Jacobi. Soit donc 

(:12) N, = C„ ..., N,=C, 

un système en involution de q équations distinctes, où N n ..., N 7 
sont des fonctions homogènes de degré zéro des variables p t . (D'une 
manière générale, on désignera par la lettre H une fonction homogène 
de degré quelconque, par la lettre N ou X une fonction homogène de 
degré zéro, et par la lettre P une fonction homogène du premier 
degré; il s'agira toujours, dans la suite, d'homogénéité par rapport 
aux p L .) Lu méthode de Cauchy généralisée ramène l'intégration du 
système en. involution (,32) à l'intégration du système complet 

(33) LS» *] = 0, ..„ LN f ,*] = 0» 
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et, comme z est une solution de ce système, il suffira d'intégrer le 
système complet 

(34) (N„*) = 0, ..., (N f ,*) = 0, 

pour avoir une intégrale complète du système (32) sans aucune 
quadrature. 

On peut encore simplifier l'intégration. Posons, d'une manière 
. générale, 

M(F)=ft^. + ... + p.^ = [F,r], 

et soit H une fonction homogène de degré s, de façon que M (H) = s . H. 
Appliquons la formule générale de Mayer aux trois fonctions r, H, F, 
les deux dernières ne renfermant pas z ; il vient 

[IH, F], z] + [IF, z], H] + [[z, H], F] = [F, H], 

ou, en posant [II, F] = A (F), 

(35) M (A (F;) - A (M (F)) = (s - 4) A (F). 

Par conséquent, si K est une solution de V équation (H, F) = 0, où 
H est une fonction homogène, M (K) sera une intégrale de la 
même équation. 

La même formule (35) nous montre aussi que Ton peut ajouter 
aux équations (34) la nouvelle équation M (<l>) = 0, sans cesser d'avoir 
un système complet (*)*. Le nouveau système 

(36) (N„*) = 0, ..., <N f ,*) = 0, M(<I>) = 

admet 2n — %q — 1 intégrales, autres que N t , ..., N ? , que l'on 
obtiendra parles opérations 2n — 2</ — «4, 2n — %q — 2, ..., 3, 2, 4. 
Soient 4> t , ..., <!>,„_,,_! ces intégrales; toutes les parenthèses (<!>,., <&*) 
seront des intégrales du système (34) et, comme ces parenthèses sont 
homogènes et de degré — 4, elles ne pourront être des fonctions de 
N p ..., N 9 , «ï^, ..., $t«__, 9 _i. En ajoutant une de ces parenthèses, 
différente de zéro, aux intégrales déjà connues, on aura l'intégrale 



<i} Si lVqualiou M (c[>) = était une conséquence des équations (34). les 2» — q 
intégrales de ce système <£,, —, 4>sn— 9 seraient des fonctions homogènes d'ordre zéro. Les 
parenthèses (<t>{, 4> A ), qui sont homogènes et de degré —1, devraient être identiquement 
nulles. On aurait donc îw — q ? w. ou q ? «, et nous supposons q « ». 

G. Lffons: ti 
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générale de (34). Le procédé ne serait en défaut que si toutes les 
parenthèses (<ï> t -, $ k ) étaient nulles. Ceci ne peut arriver que lorsque 
les fonctions N< et 3> A forment un système en involution d'ordre n, et, 
dans ce cas, l'intégration est immédiatement terminée par la méthode 
de Jacob i. 

Pour intégrer le système (32) par la méthode de Jacobi, on 
commencera par chercher une intégrale N î+ i différente de N,, ..., N ? 
du système (36), ce qui se fera par une opération d'ordre 2n — 2q 
— 1. On cherchera ensuite une intégrale du système complet 

(37) (N lf *) = 0, ..., (N t+1 ,*) = 0, M(*) = 0, 

différente de N p ..., N 9+ i, ce qui exige une opération d'ordre 
2n — 2q — 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait obtenu un 
système en involution de n fonctions distinctes d'ordre nul N p ..., N ç , 
..., N„. Cela fait, on aura sans difficulté n fonctions P t , ..., P n , 
donnant lieu à l'identité (§ 144) 

P t dN, + ... + P, dN. = j> t dx, + ... H- p n dx ny 

qui peut encore s'écrire 

dl — P, dN 4 — ... — P n dN„ = dz — p i dx { — ... — p n dx mi 
où Z = z. 
Les équations 

z = a, N 1= C ff ..., K = C n 

donnent, par conséquent, une intégrale complète du système proposé. 
On est maintenant conduit à se demander quel est le meilleur 
moyen de simplifier l'intégration quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales du système complet (34). Il nous faut, pour cela, entrer 
dans quelques détails sur la théorie des groupes homogènes. 

143. Un groupe d'ordre r est dit groupe homogène s'il contient 
r fonctions distinctes homogènes H t , ..., H r . La théorie de ces groupes 
spéciaux repose sur la proposition suivante : Si K est une fonction des 
variables ae„ p k , appartenant à un groupe homogène, M (K) appar- 
tient au même groupe. 

En effet, soit (Hp ..., H r ) un groupe homogène et K une fonction 
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appartenant à ce groupe, K = 6 (H,, ..., H r ). Des relations 

M(H / ) = s i H < , (t = l,2, ...,r), 

ôà 
on déduit, en multipliant piy -r— et ajoutant, 

M (K) =2 a,H, ^ = 4, (H,, ..., II P ). 

Réciproquement, si un groupe d'ordre r contient r fondions 
distinctes K p ..., K r (cites <jue Jcs expressions M (K,) sotc?i( des 
fonctions de K t , ..., K r seulement, ce groupe est homogène. 

Soit 

M (k\.) = Û £ (K„ ..., K r ), (t = 1, 2, ..., r); 

si toutes les fonctions Û £ sont nulles, les fonctions K 4 sont homogènes 
et de degré zéro. Si l'une au moins des fonctions Û- n'est pas nulle, 
on pourra trouver r fonctions distinctes appartenant au groupe, 
homogènes et du premier ordre. En désignant par <ï> une fonction 
de K p ..., K r , l'équation M (<ï>) = <ï> peut, en effet, s'écrire 



2j£°<( K .>---»^) = *. 



et on a pour déterminer <£ une équation linéaire à r variables indé- 
pendantes avec second membre, qui admet, par conséquent, r inté- 
grales distinctes. De là se déduisent diverses conséquences : 

1° Les groupes homogènes se divisent en deux classes, suivant 
qu'ils admettent r fonctions distinctes homogènes d'ordre nul, ou 
non. Dans le premier cas, toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nul; on peut le représenter par (N p ..., N r ). Dans le cas contraire, 
on peut toujours trouver, par des divisions et des élévations de 
puissances convenables, r — 1 fonctions distinctes du groupe, qui 
soient homogènes et d'ordre 0, et une autre qui soit d'ordre 1, par 
exemple, de sorte que le groupe aura la forme (N â , ..., N r _i, P). 
Si toutes les fonctions sont d'ordre nul, le groupe est nécessairement 
en iuvolution, car les parenthèses (N rt N A .) devraient être d'ordre — 1. 

2° Les fonctions communes à deux groupes homogènes forment 
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un groupe homogène. Car, si L est une fonction commune à deux 
groupes, il en est de même de M (L). 

3° Éfant données v fonctions quelconques * t , ..., <!>., des variables 
x *y Pkj imaginons qu'on forme toutes les expressions M (<1\) et (<!>,., **). 
Ajoutons aux fonctions 4> toutes celles de ces expressions qui ne 
s'expriment pas au moyen des fonctions $ elles-mêmes. On obtient 
ainsi un nouveau système de v H- s fonctions distinctes <P V ..., <I> V , 
..., <I>v+i sur lesquelles on peut recommencer les mêmes opérations. 
En continuant ainsi, il est clair qu'on finira par arriver à un groupe 
homogène. Les y fonctions <J> 4 , ..., <!>., engendrent donc ifn groupe 
homogène. 

•i° Le groupe polaire d'un groupe homogène est homogène. Soit 
(H„ ..., H r ) le groupe proposé. Si K est une intégrale du système 
complet 

(H„*) = 0, .... (H„*) = 0, 

il en est de même, d'après la formule (35), de M (K) ; ce qui suffit 
pour établir la proposition. 

144. Il résulte aussi Je là que les fonctions distinguées d'un 
groupe homogène forment un groupe homogène. Car les fonctions 
distinguées d'un groupe sont les fonctions communes à ce groupe et 
à son groupe polaire. Soit (H â , ..., H r _ b H r ) un groupe homogène 
renfermant m fonctions distinguées. Deux cas peuvent se présenter : 
ou bien toutes ces fonctions sont d'ordre nul, ou bien elles ne sont 
pas toutes d'ordre nul. Il est facile de distinguer ces deux cas. On 
obtient le nombre des fonctions distinguées en cherchant le nombre 
d'intégrales communes des équations 

(H 1 ,*) = 0, ..., (U„*) = 0, 

où on suppose que $ ne dépend que de H 4 , ..., H r . Si ces équations 
se réduisent à r — m équations distinctes, par exemple aux r — m 
premières . 

(38) (H 1 ,*) = 0, ..., (&_«*) = <>, 

le groupe admet m fonctions distinguées. Pour avoir les fonctions 
distinguées d'ordre mil, il faudra joindre aux équations (38) la 
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relation 

(39) M (*) =£ || M (H,) = V Si H,. || = 0. 

Si l'équation (39) est une combinaison linéaire des équations (38), 
toutes les fonctions distinguées sont d'ordre nul. Si l'équation (39) n'est 
pas une combinaison linéaire des équations (38), les équations (38) 
et (39) forment un système complet dont les m — 1 intégrales 
communes donnent m — 1 fonctions distinguées d'ordre nul. Les 
équations (38) admettent une autre intégrale commune dont l'ordre 
pourra être pris égal à 1 par exemple. 

145. On a vu plus haut (§ 128) que tout groupe pouvait être 
ramené à une forme canonique P t , ..., P w , X t , ..., X tf , où. toutes les 
parenthèses sont nulles, sauf les parenthèses (P<, X<) qui ont pour 
valeur l'unité. Dans le cas des groupes homogènes, on peut de plus 
supposer que les fonctions X„ P f sont homogènes,- d'ordre et 1 
respectivement. Prenons, en effet, un groupe, homogène; s'il est en 
involution, on peut prendre pour forme canonique X p ..., X^ ou 
Pp •••> P**j suivant que toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nul ou non. Considérons en second lieu un groupe non en involution 
(N p ..., N r _!, P). Toutes les fonctions N p ..., N r _i ne peuvent être 
distinguées; supposons, par exemple, que N 4 ne soit pas distinguée. 
On pourra alors trouver une fonction F du groupe, du premier ordre, 
telle que (F, N^rsi. Soit, en effet, F = P ty (N t , ..., N r _0; la 
condition (F, N t ) = 1 développée donne 



(P.NOt+J 11 ^^)^^ 4 



les fonctions (P, N t ) et P (N ; , N t ) S3iit des fonctions du groupe 
d'ordre zéro et, par conséquent, s'expriment au moyen de N p ..., N r _i 
seulement. On aura donc, pour déterminer <*/, une équation linéaire 
àr — I variables. Soit P t une valeur de F ainsi obtenue; le groupe 
proposé se trouve décomposé (§ 128) en un groupe d'ordre 2 (Np P A ) 
et un groupe d'ordre r — 2, uj, ..., iC_ t , en involution avec le 
premier. Ce groupe (u[, ..., u,-_a) est encore homogène; car, si 
(Pp ..-j t'irt-,.) est le groupe polaire du groupe proposé, le groupe 
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(N 4 , P 4 , t'j, ..., v,„_ r ) est homogène et son groupe polaire est préci- 
sément (u[ y ..., Wr-ï). Si ce nouveau groupe n'est pas en involution, 
on recommencera les mômes opérations, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on arrive à un groupe en involution. Tout groupe homogène peut 
donc être ramené à la forme 

P X P \ V ÏT 

où le groupe (U,, ..., U w ) est un groupe homogène en involution. Si 
toutes les fonctions de ce groupe sont (l'ordre nul, on peut l'écrire 
X 9+1 , ..., Xfl+n,; sinon on peut le mettre sous la forme P 7 +i, ...,P v+m . 
En résumé, tout groupe homogène d'ordre 2g + m, rcnfe}~mant 
m fonctions distinguées, peut être ramené à la forme canonique 

om à la forme canonique 

ori X,, P* sont des fonctions homogènes, d'ordre Oetl respective- 
ment, satisfaisant aux relations 

(X„ X t ) = 0, (X,.,P t .) = 0, (P„P*) = 0, (P i ,X j ) = l. 

/-a /briwc (A) co?i vient aux groupes dont toutes les fonctions 
distinguées sont d'ordre nul, la forme (B) aux groupes pour 
lesquels il n'en est pas ainsi. 

On démontrera comme plus haut (§ 129) que tout groupe canonique 
homogène est renfermé dans un groupe canonique à 2n termes, et 
on en conclut que les scidcs propriétés d'un groupe homogène, 
invariantes relativement à toute transformation homogène de 
contact, sont V ordre du groupe, le nombre des fonctions distin- 
guées et le nombre des fonctions distinguées d'ordre nul. 

146. Pieprenons le système en involution (32) et soient ^ç+i, 
..., <I> r des intégrales connues, différentes de N t , ..., N ç , du système 
complet (34). Les fonctions N f , ..., N ff , <ï> 7 +i, ..., <h r engendrent un 
groupe homogène dont toutes les fonctions sont des intégrales du 
système (34) (§ 142). Si toutes les fonctions de ce groupe sont d'ordre 
nul, il est en involution, et le problème proposé est ramené à un 
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problème de même nature, mais plus simple. Nous pouvons donc 
nous borner au cas où les r intégrales connues forment un groupe 
homogène (N t , ..., N tf , N, i+ i, ..., N,— !, H), où H est du premier 
ordre. 

Supposons que ce groupe admette, outre N t , ..., N 7 , m fondions 
distinguées. Deux cas peuvent se présenter; si toutes ces fonctions 
distinguées ne sont pas d'ordre nul, on emploiera pour terminer 
l'intégration la méthode générale du § 140. Si toutes ces fonctions 
distinguées sont d'ordre nul, on peut encore diminuer Tordre des 
intégrations en opérant comme il suit. 

Remarquons d'abord que, si le groupe (N t , ..., N,._i, H) contient 
un système en involution d'ordre n, la forme canonique du groupe 
sera P„ ..., P v , X p ..., X v , X v+i , ..., X M , où v = n — m. On pourra 
alors (§ 114) trouver des fonctions du premier ordre donnant lieu à 
l'identité 

K t dX t 4- ... 4- K„ dX, = p t dx t + ... 4- p tl dx H , 

et, comme X t , ..., X n sont des fonctions de N t , ..., N,— i, on aura 
aussi une identité de la forme 

L â dS t 4- ... 4- L r _i dNr-! =Pt dx^ 4- ... 4- p n dx„. 

Les fonctions N t , ..., N r _i, I^+i, ..., L r _i, H donnent toutes les 
intégrales du système (34) (§ 1315). L'intégration du système (32) est 
terminée sans aucune quadrature. Laissant ce cas de côté, consi- 
dérons les équations linéaires 

(N p *) = 0, (N,_„ *) == 0, (H, <ï>) = 0, 

Ces équations forment un système complet. Soit en effet (r,, ..., v in ^ r ) 
le groupe polaire du groupe (N p ..., N r _„ II). Toutes les fonctions 
de ce groupe ne peuvent être d'ordre nul; on aurait dans ce cas 
2?i — r = q 4- m, ou en posant r = q 4- m 4- 2v, n = q 4- ?n 4- v. 
Le groupe (N t , ..., N r „i, H) contiendrait un système en involution 
d'ordre n et on serait ramené au cas précédent. 
Les r 4- 1 équations (4-)), admettant 2n — r — 1 intégrales 
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communes, forment un système complet. Il y aura q -+• m •+• i 
équations distinctes de la forme 

X, (N â , <!>) + ... + ) v (H, c])) + Xr+i M (*) = 0, 

admettant les r intégrales N,, ..., N,._i, H, car les équations de 
condition qui doivent vérifier X t , ..., X r +i pour qu'il en soit ainsi se 
réduisent à r — q — m relations distinctes ( ! ). Soient 

(41) (N lf *)=0, ..., (N 2 <D)=0, B f+1 (*)=r.0 > ..., B 8+m+1 (4>)=0, 

les équations linéaires ainsi obtenues. Le système (41) est complet, 
car il admet r — q — m intégrales de plus que le système (40), 
c'est-à-dire 2n — q — m — 1 intégrales. On pourra donc obtenir 
une intégrale de ce système différente de N,, ..., N r _i„ H par une 
opération d'ordre 2n — r — q — m — 1 = 2w — 2q — 2m — 2v — 1 ; 
cette opération sera toujours d'ordre impair. 

Soit 6j une intégrale de ce système. Deux cas sont à examiner. 

1° Supposons que les fonctions N p ..., N r __i, H, <!> t forment un 
groupe homogène d'ordre r -h 1 ; ce groupe contiendra g + rn + 1 
fonctions distinguées. Je dis que toutes ces fonctions seront d'ordre 
nul. Soit, en effet, X n ...,X ? , X g+1 , ...,X 9 + m , ...,X tf »,P î+m+1 , ..., P, i( 
la forme canonique du groupe (N â ..., N r _i, H). On peut trouver 
d'autres fonctions X £ , P*, formant avec les précédentes un groupe 
canonique d'ordre 2n. Imaginons qu'on ait pris ces 2n fonctions 



• (i) Soient Q, On» les m fonctions distinguées, autres que N, Xq du groupe 

(N, N r _i, II). et W ( , ,. M W w les 2v fonctions qui complètent le groupe. On pourra 

Irouvcr une équation de la forme 

X, |W„ <ï») + ... + ). 2V (\\>,, *) + f* M (4>) = 0, 

admettant les intégrales W, \\ Tt . Soil C (<I>) = l'équalion ainsi obtenue. Les w + ^ + 1 

équations 

(N n cl>) = 0, ..., (>^<I,) = 0, (O,,<l>)=0, ..., (Q ai .a>)=0, C(*)=0 

admettent les 2 h — r — i fonctions du groupe polaire qui sont d'ordre nul, plus les 2v fonc- 
tions W, pour intégrales, ce qui fait en tout 

2» — r — 1 + 2*< = 2ii — ? — m — 1 

intégrales distinctes. Ce système est équivalent au système (41). Mais les développements du 
icxte montrent qu'on peut obtenir ce système (il) sans connaître les fonctions distinguées 

«,. ...,Om. 
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pour nouvelles variables. Le système (40) prend la forme 



(42) 






( 2^ = o. 



et le système (il) devient de môme 

d<& d<ï> âto d<l> 

<*»4 =0 ' -»«=* p -^ + - + p -JR= - 

Toute intégrale de ce système sera de la forme 

si elle forme avec X t , ...,X^, P* + ,+i, ..., P«» un groupe d'ordre r + 1, 
toute fonction distinguée de ce groupe aura la même forme et devra 
satisfaire aux équations 

(x*,«) = £î = o, (* = i,2, ...,cA 

(P., cD) = _ _| . _ o, (» = q + m -h 4, ..., q'). 

Toute fonction distinguée de ce groupe sera donc de la forme 

* (x„ ..., x v+w , X/+1, ..., x B , -^> •••> -jp 1 p 

c'est-à-dire sera d'ordre nul. On sera donc ramené à une question de 
même nature que la première, sauf que r sera remplacé par r -h 1 
et q par q -h 1. La seconde opération sera d'ordre inférieur de 
deux unités à celui de la première. 

2° Si N t , ..., N,._i, H, '}j ne forment pas un groupe homogène, 
elles donnent naissance à un groupe homogène qui sera au moins 
d'ordre r + 2 et qui renfermera dans tous les cas m fonctions distin- 
guées d'ordre nul. La seconde opération à laquelle on sera conduit 
sera encore d'ordre inférieur d'au moins deux unités à celui de la 
première. 
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En réunissant tous ces résultats, on est conduit à la proposition 
suivante : 

Étant donné un système en involution 

Nj= C p ..., N tf = C qy 

où N p ..., N, sont des fonctions homogènes d'ordre zéro des 
variables p h si N t , ...,N r/ , ..., N,._,, H sont des intégrales connues 
du système complet 

(N P <1>) = 0, ..., (N y ,<1>) = 0, 

formant un groupe liomogène qui admet q + m fonctions distin- 
guées, toutes d'ordre zéro, Vintégration du système en involution 
proposé n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opéra- 
tions 

2n — r — q — m — 1, 2n — r — q — m — 3, ..., 5, 3, 1. 
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NOTK I. — SIR LES SYSTÈMES JACOBIENS. 3-47 



NOTE I 

Sur les systèmes jacobiens (§ 34, p. 66). 

Soit 

(1) X,(/) = 0, ..., X,(f) = 

un système complet de q équations à n variables indépendantes, 
telles que Ton ait identiquement 

x, (X, (fi) - x t (X, (0) = 0, (t, * = 1, 2, ..., q). 

Quelques auteurs donnent à ces systèmes le nom de système jaco- 
biens. Supposons qu'on ait obtenu une intégrale ^ des r premières 
équations 

(2) X,(fl = 0, ..., X,(/) = 0; 

en la substituant dans X r+1 (/), on formera une suite de fonctions 
?i> ?a» •••> ?<> belles que ç 1 + l = X r+1 (ç f ), qui seront toutes des inté- 
grales du système (2). Supposons qu'après i opérations on obtienne 
une intégrale qui s'exprime au moyen des précédentes 

en cherchant une intégrale de l'équation X,. + i (f) = qui s'exprime 
au moyen de ç p ..., ?,., on est conduit à l'équation linéaire 

< 3 > J7 l ^ + - + ^-^ + ^ Iï ^-^ =0 ' 

et toute intégrale de cette équation fera connaître une intégrale com- 
mune des équations 
(4) X l (f) = 0, ..., X, +I (D = 0. 

La méthode ne s'applique plus lorsque X r + l (ç,) = H (çj). Il faut 
dans ce cas chercher une autre intégrale commune *b % du système (2) 
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et se servir de 6 t , au lieu de ? â . Si on a aussi X r4 .! (^ t ) = IT, (-l^), 
on .cherchera une intégrale de la forme (5 â , ^i)» ce qui conduit à 
l'équation linéaire 

dont on obtient une intégrale par des quadratures. 

Ce cas exceptionnel ne se présente pas, lorsque les équations (1) 
ont été résolues par rapport à q dérivées. Il est aisé de se rendre 
compte pourquoi il en est ainsi. Si, par exemple, les équations (i) 

ont été résolues par rapport à - — > •••> - — > les r premières équa- 

tions admettent déjà un certain nombre d'intégraïes connues, x r+1 , 
..., x q . Il n'en est pas de même si on considère un système jacobien 
de forme quelconque. 
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NOTE II. — SUR LE THÉORÈME DE POISSON. 349 



NOTE 7 !! 



Sur le théorème de Poisson (<). 



Le théorème de Poisson nous apprend que, si o i et o t sont deux 
intégrales de l'équation 

(i) (f,?) = 0, 

il en est de même de (ç t , ©,). Ce théorème permet donc de déduire 
de deux intégrales connues de l'équation (1) une nouvelle intégrale 
par des opérations indépendantes de la forme de la fonction f. On 
doit à M. Laurent un théorème plus général ( 2 ) : si ?,, ©„ ..., ç A ., «J/p 
..., ^ sont 2fc solutions de l'équation (1), il en est de même de 
l'expression 

mais ce théorème ne donne pas de solutions distinctes de celles que 
Ton peut obtenir par l'application répétée du théorème de Poisson. 
Cela résulte de la proposition suivante, que M. Lie a déduite de la 
théorie des groupes. 

Si on connaît q solutions <p p ..., <p 7 de V équation (f, o) = 0, et 
qu'on puisse déduire de ces q solutions, par des opérations indé- 
pendantes de la forme de la fonction f, une nouvelle solution ïl 
de la même équation, U appartient au groupe engendré par les 
fonctions ?,, ..., o r 

En effet, toute fonction f satisfaisant aux équations 

(2) (?»,f) = 0, ..., ( ?f ,f) = 0, 



<l) Lie, Mathematische Anualen, t. VIII. p. 300. 
(») Journal de Liouville, 2* série, l. XVII, p. 422. 
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devra aussi vérifier l'équation. (II, f) = 0. Or, si les fonctions ç p 
..., <p, engendrent un groupe (? p ..., ? 7 , ..., 9 r ), les intégrales des 
équations (2) sont les intégrales du système complet 

(3) ( Çl ,/) = 0,- ..., (?„/■) = 0, ..., (?„f) = 0: 

L'équation (II, f) = devra être une combinaison linéaire des 
équations (3), ce qui ne pourra arriver que si la fonction II appar- 
tient au groupe (?,, ..., ç r ). Si F p ..., F,„_ r sont 2n — r intégrales 
distinctes du système (3), II doit, en .effet, appartenir au groupe 
polaire de (F t , ..., F, B _ r ), c'est-à-dire au groupe (y i} ..., ç r ). 

Le théorème n'est plus exact si la fonction /"est soumise à certaines 
restrictions. Par exemple, si f est homogène, on a vu que de toute 
intégrale © t de l'équation (i) on peut déduire une nouvelle intégrale 

Dans ce cas particulier, l'énoncé du théorème doit être modifié comme 
il suit : 

Si oh connaît q solutions 5 P '..., c q de V équation 

(f, ç) = 0, 

où fest une fonction homogène des variables p if et si on peut trou- 
ver, par des opérations indépendantes de la forme de la fonction 
homogène f, une autre intégrale U de la même équation, U appai*- 
tient au groupe homogène engendré par les fonctions © n ..., ç 7 . 

En effet, toute solution commune homogène des équations 

( ?1 ,fl = 0, ..., (fc,fl = 0, 

vérifie aussi les équations (§ 141) 

(&„*), r)=o, ( Pl ^ + ... +P „gi, r ) = , 

et, par conséquent, les r équations 

(i) (?„/) = o, ..., (?„f) = 0, 

où (o p ..., ? r ) est le groupe homogène engendré par ç p ..., o r Le 
groupe polaire (H t , ..., H, B _ r ) de (?,, ..., ? r ) est un groupe homo- 
gène et on en conclut, comme tout à l'heure, que II doit appartenir 
au groupe polaire de(H p ..., H, H -r)j c'est-à-dire augroupe (?„ ..., o r ). 



fin. 
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